FF 图 灵 新 知 


[ 澳 ] 陶 哲 轩 一 一 著 陶 哲 个 


5 教 你 学 数学 





(3,10) (6,10) 


Solving 





Mathematical 


Problems 


A Personal Perspective 


Hd 中 国 工 信 出 版 集团 ”要 估 民 邮电 出 版 社 


SF POSTS&TELECOMPRESS 





陶 哲 轩 


1975 年 出 生 ， 享 誉 世界 的 澳 籍 华裔 
天 才 数 学 家 ， 智 商 超 过 220， 被 誉 
为 “数学 界 的 莫扎特 ”。12 岁 获得 
国际 数学 奥林匹克 竞赛 金牌 ( 这 项 
纪录 至 今 无 人 打破 ) ，2006 年 获得 
数学 界 的 诺 贝尔 奖 一 一 菲 尔 兹 奖 ， 
2007 年 当选 英国 皇家 学 会 会 士 。 曾 
与 本 : 格林 合作 解决 了 2300 年 前 由 
欧 几 里 得 提出 的 与 “ 李 生 质数 ” 相 
关 的 猜想 ， 在 调和 分 析 、 偏 微分 方 
程 、 组 合 数学 、 解 析 数 论 、 算 术 数 
论 等 多 个 重要 数学 研究 领域 都 取得 
了 不 俗 成 果 。 另 著 有 经 典 数学 教 
材 《 陶 哲 轩 实 分 析 》。 








交 子 版 权 声 明 


图 灵 社 区 的 电子 书 没 有 采用 专 有 
客户 靖 ， 您 可 以 在 任意 设备 上 ， 
用 目 己 襄 欢 的 浏览 右 和 PDF 阅读 
器 进行 说 读 。 

但 您 购买 的 电子 书 仅 供 您 个 人 使 
用 ， 未 经 授权 ， 不 得 进行 传播 。 


我 们 愿意 相信 读者 具有 这 样 的 民 
台 和 况 悟 ， 与 我 们 共同 保护 知识 
产权 。 


如 果 购 买 者 有 侵权 行为 ， 我 们 可 
能 对 该 用 户 实施 包括 但 不 限于 关 
闭 该 帐号 等 维权 措施 ， 并 可 能 追 
究 法 律 页 任 。 








陶 藻 轩 
教 你 学 数学 


[ 澳 ] 陶 哲 轩 一 一 车 





李 思 一 一 译 
Solving 


Mathematical 


Problems 


A Persona 1 Perspective 


人 民 邮 电 出 版 社 


北 未 


图 书 在 版 编目 《CIP) 数据 

陶 哲 轩 教 你 学 数学 / ( 澳 ) 陶 哲 轩 若 ; 李 芯 译 . 一 一 
北京 : 人 民 邮 电 出 版 社 , 2017.11 (2018.2 重印 ) 
(图 灵 新 知 ) 

ISBN 978-7-115-46894-9 

1. 也 陶 … 了 [. 内 陶 … 书 李 … I. 也 数 学 -普及 读 


物 IV. GO1-49 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2017) 第 231986 号 








内 容 提 要 


本 书 是 天 才 数 学 家 陶 哲 轩 的 第 一 本 书 ,论述 解决 数学 问题 时 会 涉及 
的 各 种 策略 、 方 法 ， 则 在 激发 青少年 对 数学 的 兴趣 。 书 中 的 内 容 包 括 : 
数论 、 代 数 、 分 析 、 欧 几 里 得 几何 、 解 析 儿 何 。 

本 书 适合 对 数学 感 兴趣 的 青少年 阅读 。 


人 SS 车 [ 澳 ] 陶 哲 轩 
译 李 夺 
责任 编辑 ” 杨 珠 
责任 印 制 彭 志 环 


人 人 民 邮 电 出 版 社 出 版 发 行 ”北京 市 丰台 区 成 寿 寺 路 11 号 
邮编 100164 ”电子 邮件 ”315@ptpress.com.cn 
网 址 http://www.ptpress.com.cn 


北京 印刷 
令 开本 : 787x 1092 1/32 
印张 : 5.75 
字数 : 106 千 字 2017 年 11 月 第 1 版 


印 数 : 4001-6000 册 2018 年 2 月 北京 第 2 次 印刷 
著作 权 合 同 登记 号 ”图 字 : 01-2016-9527 号 
定价 : 39.00 元 
读者 服务 热线 : (010)51095186 转 600 ” 印 装 质量 热线 : (010) 81055316 
反 盗 版 热线 : (010)81055315 
“ 告 经 营 许可 证 : 京东 工商 广 登 字 20170147 号 


版 权 声 明 


Solving Mathematical Problems: A Personal Perspective was 
originally published in 2006. This translation 1s published by 
arrangement with Oxford University Press. Posts & Telecom 
Press 1s sorely responsible for this translation from the orlginal 
work and Oxford University Press shall have no liability for any 
errors, omissions or inaccuracies or amblgulties 1n such 
translation or for any loss caused by reliance thereon. 


Copyright © Terence Tao, 2006. Simplified Chinese-language 
edition copyright © 2017 by Posts & Telecom Press. All rights 
reserved. 





本 书 中 文 简体 字 版 由 Oxford University Press 授权 人 民 邮 
电 出 版 社 独 家 出 版 。 未 经 出 版 者 书面 许可 ， 不 得 以 任何 方式 
复制 或 抄 衫 本 书 内 容 。 

版 权 所 有 ， 侵 权 必 究 。 








第 1 版 前 言 


古 希 腊 哲 学 家 普罗 克 洛 斯 曾经 说 过 : 
这 就 是 数学 : 她 使 你 感悟 到 灵魂 是 无 形 的 ; 她 把 生命 赋 
予 数学 发 现 ; 她 唤醒 心灵 ， 启 迪 智 慧 ; 她 照 亮 我 们 心中 的 想 
法 ; 她 消除 我 们 与 生 俱 来 的 愚昧 和 无 知 .………… 

我 之 所 以 爱 上 数学 却 是 因为 她 非常 有 趣 。 

数学 问题 或 者 说 智力 迹 题 对 于 真正 的 数学 (比如 解决 现 
实生 活 中 的 难题 〉 而 言 是 非常 重要 的 ， 这 就 像 富 言 、 童 话 以 
及 趣闻 轶 事 对 于 青少年 了 解 现实 生活 非常 重要 一 样 。 数 学 问 
题 是 “被 净化 过 ”的 数学 , 已 经 有 人 给 出 了 它 的 完美 解答 。 另 
外 , 这 种 问题 本 身 已 经 去 掉 了 那些 无 关 紧 要 的 内 容 , 它 以 一 种 
有 趣 的 、〈 有 望 ) 激发 思考 的 方式 呈现 在 人 们 眼前 。 倘 若 把 学 
习 数学 比 作 勘 探 黄 金 ， 那 么 解答 一 个 好 的 数学 问题 就 像 是 在 
金 矿 勘查 时 完成 了 一 个 “捉迷藏 ”的 过 程 : 你 需要 寻找 一 个 天 
然 金 块 ， 而 你 已 经 了 解 它 的 形状 并 且 确 定 它 一 定 就 在 某 个 地 
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方 , 你 还 知道 想 要 找到 它 并 不 是 特别 困难 ,以 你 的 能 力 完全 可 
以 把 它 挖 抉 出 来 。 此 外 , 为 了 完成 这 项 任务 , 你 已 经 得 到 了 合 
适 的 便利 工具 ( 即 信息 ) 来 进行 勘探 工作 。 这 个 金 块 或 许 就 隐 
藏 在 一 个 很 难 被 人 发 现 的 地 方 ， 而 你 所 需要 的 是 正确 的 思路 
和 技巧 ,并 不 只 是 一 味 地 进行 挖 握 。 

在 本 书 中 , 我 将 选取 数学 不 同 难度 、 不 同 分 文中 的 一 些 问 
题 来 进行 求解 。 标记 了 星 号 (*) 的 问题 难度 将 更 高 一 些 , 原因 
在 于 , 这 些 问题 要 么 涉及 更 局 深 的 数学 知识 , 要 么 需要 更 证 技 
巧 性 的 思路 才能 解答 ,。 标记 了 双星 号 (xx) 的 问题 与 标记 星 号 
(x*) 的 问题 类 似 , 但 难度 更 高 。 有 些 问题 的 最 后 会 附加 一 些 习 
题 , 这 些 习 题 可 以 采用 类 似 的 方法 来 求解 , 或 是 涉及 一 些 类 似 
的 数学 知识 。 在 解答 这 些 问 题 的 过 程 中 , 我 会 尽 可 能 地 把 用 到 
的 一 些 技巧 展现 出 来 。 经 验 和 知识 是 其 中 两 个 最 重要 的 工具 ， 
但 把 它们 写 进 书 里 却 并 非 易 事 : 只 有 经 过 长 时 间 的 积累 才能 
获得 它们 。 然 而 有 些 简单 的 拉 巧 只 需要 花费 较 少 的 时 间 就 可 
以 学 会 。 此 外 , 一 些 分 析 问 题 的 方法 能 够 使 我 们 更 加 容易 地 找 
到 解决 问题 的 突破 口 。 某 些 系统 性 的 方法 能 够 把 一 个 问题 相 
继 园 化 成 几 个 较为 简单 的 子 问题 。 但 另 一 方面 , 给 出 问题 的 答 
案 并 不 代表 一 切 。 我 们 再 回 到 金 矿 勘查 这 个 比喻 上 , 同 预先 进 
行 一 次 仔细 的 调查 、 了 解 地 方 的 地 质 情况 , 进而 在 较 小 范围 内 
开展 挖 据 工 作 相 比 ， 用 推土机 在 邻近 区 域内 进行 大 范围 的 露 
天 开采 就 显得 非常 符 拙 。 解 答应 该 是 简洁 、 可 理解 的 , 并 且 最 
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好 足够 优美 。 它 还 应 当 使 人们 在 探索 过 程 中 感受 到 其 中 的 趣 
味 性 。 当 我 们 使 用 教科 书 中 的 解析 几何 方法 把 一 个 优美 的 、 简 
短 的 几何 小 问题 等 价 地 转化 成 一 头 张 牙 舞 爪 的 怪物 时 ， 就 无 
法 体会 到 用 两 行 向 量 求解 所 带 来 的 那 种 胜利 的 喜悦 ， 

下 面 给 出 欧 几 里 得 几何 中 的 一 个 基本 结论 ， 我 们 把 它 作 


为 一 个 典型 例题 : 











证 明 一 个 三 角形 的 三 条 垂直 平分 线 是 共 点 的 。 








可 以 利用 解析 几何 的 知识 找到 证 明 这 句 话 的 突破 口 。 目 
尝试 花 几 分 钟 “ 几 个 小 时 ? ) 的 时 间 来 求证 , 之 后 再 看 看 下 


面 这 个 解答 。 
C 


LN 


证 明 把 这 个 三 角形 记 作 A4BC。 现在 设 线段 4B 和 AC 的 
垂直 平分 线 相 交 于 点 P。 因 为 点 P 在 4B 的 垂直 平分 线 上 ， 
所 以 |4P| = |PB|。 又 因为 点 尸 在 4C 的 垂直 平分 线 上 , 所 以 
14P| = |PC|。 把 上 述 两 个 等 式 结合 起 来 , 可 得 |BP| = |PC|。 
这 意味 着 点 P 一 定 在 线段 BC 的 垂直 平分 线 上 。 因 此 ,这 三 
条 垂直 平分 线 是 共 点 的 。( 顺 便 指 出 , 点 P 还 是 A4BC 外 接 
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圆 的 圆心 。) 口 
下 面 这 个 简 图 说 明了 当 点 P 在 线段 48 的 重 直 平分 线 上 
时 , 为 什么 |4P| = |PB| 成 立 : 可 以 利用 全 等 三 角形 来 说 清楚 
这 件 事 。 
P 


el 


A B 

把 一 些 显 而 易 见 的 事实 结合 在 一 起 ， 从 而 得 到 一 个 不 太 
明显 的 事实 , 这 种 求解 思路 正 是 数学 魅力 的 一 部 分 。 我 希望 你 
们 也 能 体会 到 这 种 魅力 。 
致谢 

感谢 Peter O'Halloran 、Vern Treilibs 和 Lenny Ng 所 提供 
的 题目 和 建议 。 

特别 感谢 Basil Rennie 对 本 书 的 修正 以 及 给 出 具有 独创 
性 的 、 简 便 的 求解 方法 。 最 后 感谢 家 人 对 我 的 支持 、 鼓 励 ,对 
本 书 拼写 错误 的 纠正 ， 以 及 在 进度 落后 于 预期 计划 时 对 我 的 
督促 。 

本 书 中 几乎 所 有 的 题目 都 来 自己 经 出 版 的 数学 苋 赛 习题 
集 。 对 于 这 些 题 目 , 我 在 书 中 标明 了 它们 的 出 处 , 其 完整 的 信 
居 将 在 参考 文献 中 给 出 。 同时, 我 还 采用 了 部 分 来 自 朋 友 以 及 
各 种 数学 刊物 的 题目 ,这 部 分 题目 的 出 处 没有 列 出 。 
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这 本 书 是 我 15 年 前 写 的 。 坚 不 念 张 地 说 ， 这 15 年 对 今 
天 的 我 来 说 就 是 半 奉 子 。 在 这 期 间 ， 我 远离 家 乡 ， 来 到 一 个 
阳 生 的 城市 攻读 研究 生 学 位 、 教 书 、 摊 写 学 术 论文 、 辅 导 研究 
生 , 并 且 娶 妻 生 子 。 现 在 我 对 生活 和 数学 的 看 法 显然 与 我 15 
岁 时 是 不 一 样 的 。 我 已 经 很 长 一 段 时 间 没 有 参与 过 解 题 欧 完 
了 。 如 末 让 我 现在 写 一 本 关于 解 题 况 完 的 书 ， 那么 书 的 内 容 
与 你 此 刻 正 在 读 的 这 本 将 有 很 大 不 同 。 

数学 是 一 门 涉及 面 较 广 的 学 科 。 伴 随 独 时 间 的 推移 和 经 
验 的 不 断 积 累 ， 我 们 对 数学 的 理解 和 感悟 会 逐渐 发 生 改 变 。 
当 我 还 是 一 名 小 学 生 时 ， 通过 反复 使 用 一 些 人 简单 的 法 则 就 可 
以 得 到 一 个 非凡 的 结束。 数学 的 这 种 令 人 震 恢 的 能 力 以 及 形 
式 运 算 的 抽象 美 , 让 我 对 其 产生 了 浓厚 的 兴趣 。 在 我 读 高 中 的 
时 候 , 通过 参与 数学 竞赛 ， 我 把 数学 当 作 一 种 消 追 , 解答 那些 
设计 巧妙 的 数学 谜 题 (比如 本 书 中 的 题目 ) 以 及 寻找 解决 问题 
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的 “守门 ”是 一 个 令 人 至 受 的 过 程 。 进入 大 学 以 后 , 我 首次 接 
触 到 现代 数学 的 核心 内 容 一 一 丰富、 深刻 而 又 令 人 神往 的 数 
学 理论 和 体系 ， 冤 其 感 油 然而 生 。 作 为 一 名 研究 生 ， 我 为 拥 
有 目 己 的 研究 读 题 而 感到 骄傲 。 对 前 人 未 曾 解决 的 开放 性 问 
题 提 供 独 创 性 的 论证 使 我 得 到 了 无 与 伦比 的 满足 感 。 当 我 成 
为 一 名 专业 的 研究 型 数学 家 之 后 ， 我 开始 考察 隐藏 在 现代 数 
学 理论 和 问题 背后 的 直观 力 和 推动 力 。 我 惊喜 地 发 现 , 即便 那 
些 非常 复杂 的 、 深 奥 的 结果 ,也 和 营 常 可 以 利用 一 些 相当 简单 ， 
其 至 是 常识 性 的 原理 推导 出 来 。 当 你 领悟 到 其 中 的 一 个 原理 ， 
并 突然 看 到 该 原理 是 如 何曾 明 一 个 庞大 的 数学 体系 时 ， 你 会 
处 不 住 尺 喜 地 喊 出 “ 啊 哈 ”。 这 的 确 是 一 种 不 寻常 的 体验 。 在 
数学 中 仍然 有 很 多 领域 等 得 我 们 去 探索 。 直到 最 近 , 我 了 解 了 
足够 多 的 数学 领域 之 后 ， 才 开始 明白 整个 现代 数学 学 科 的 努 
力 方 问 ， 以 及 数学 是 如 何 与 科学 和 其 他 学 科 联 系 在 一 起 的 。 
这 本 书 是 在 我 成 为 一 名 专业 数学 学 者 之 前 写 的 ， 我 当时 
并 没有 现在 这 样 的 见解 和 经 验 ， 因 此 书 中 的 很 多 阐述 有 些 无 
知 , 甚至 幼稚 。 我 并 不 想 对 这 些 地 方 做 过 多 的 修改 , 因为 当时 
年 轻 的 我 比 现在 的 我 更 能 融入 高 中 生 的 解 题 世 界 。 但 是 , 我 在 
结构 方面 做 出 了 一 些 调整 : 用 LaTeX 对 本 书 重 新 排版 ; 按照 
我 个 人 觉得 更 具 浊 辑 性 的 顺序 对 又 材 进行 重新 组 织 ; 修订 了 
书 中 那些 用 词 不 准确 、 语 句 不 恰当 、 容 易 引 起 混 消 的 部 分 和 疆 
构 松 散 的 部 分 。 万 外 , 我 还 在 书 中 添加 了 部 分 习题 。 书 中 有 一 
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部 分 内 容 有 些 陈旧 (例如 , 费 瑟 大 定理 现在 已 经 有 了 严谨 的 证 
明 ); 而 我 现在 也 意识 到 , 采用 更 “先进 ”的 数学 工具 可 以 更 快 
速 、 更 便 洁 地 解决 其 中 一 些 问题 然而 , 本 书 的 关键 不 在 于 展 
示 最 简洁 的 解 题 方 法 , 也 不 在 于 提供 最 新 的 结论 综述 。 本 书 是 
为 了 说 明 , 当 人 们 第 一 次 接触 数学 问题 时 应 该 怎样 处 理 , 如 何 
努力 地 去 尝试 一 些 正 确 的 思路 并 排除 掉 其 他 杂念 ， 以 及 如 何 
稳妥 地 处 理 问 题 从 而 最 终 得 到 满意 的 答案 。 
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不 管 你 认 不 认同 这 句 格 言 ， 求 解 一 个 题目 总 是 从 富有 过 
辑 性 的 简单 步骤 开始 〈 然 后 继续 这 样 进行 下 去 , 直到 最 后 得 出 
答案 )。 但 是 ， 只 要 我 们 有 敏锐 的 目光 ， 并 治 看 清晰 的 方 回 坚 
定 不 移 地 大 路 步 前 进 ， 那 么 我 们 完成 千里 之 行 根本 就 不 需要 
走 上 百 帮 步 。 抽象 的 数学 并 不 存在 实体 的 限制 ; 人 们 总 是 可 以 
重新 回 a 到 问题 的 开始 , 符 试 寻找 新 的 突破 口 , 抑或 随时 返回 上 
一 步 。 但 在 解决 其 他 类 型 的 问题 时 , 我 们 或 许 就 不 能 这 样 随意 
地 操作 了 《例如 ， 当 你 迷路 时 试图 找到 回 家 的 路 )。 

当然 ， 这 并 不 代表 我 们 一 定 能 够 容易 地 求解 出 问题 的 答 
案 。 如 果 问 题 都 变 得 容易 解决 ， 那 么 本 书 的 内 容 将 会 减少 很 
多 , 但 让 解 题 变 得 容易 起 来 也 是 有 可 能 的 。 

存在 一 些 正确 解 题 的 一 般 性 策略 和 和 角度。 波 利 亚 的 经 典 
文献 (流利 亚 ，1957) 介绍 了 很 多 这 方面 的 内 容 。 接 下 来 , 我 
们 将 讨论 其 中 的 一 些 策 略 ， 并 简短 地 曾 述 在 下 面 这 个 问题 中 ， 
每 一 种 策略 是 如 何 应 用 的 。 























问题 1.1 ”一 个 三 角形 的 三 条 边 长 构成 公差 为 d 的 等 差 
数列 。 该 三 角形 的 面积 为 如 求 该 三 角形 的 边 长 和 角度 。 





理解 问题 这 是 什么 类 型 的 题目 ? 一 般 存在 三 种 主要 的 
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。“ 证 明 .……… “或 者 “推算 .……… ”的 题目 。 这 类 题目 要 求 








e。“ 求 一 个 的 值 ” 或 者 “ 求 所 有 .………… 的 值 ” 的 题 
目 。 这 类 题目 要 求 我 们 求 出 满足 特定 条 件 的 一 个 〈 或 者 所 
有 ) 值 。 

“是 否 存在 ……… ”的 题目 。 这 类 题目 要 求 你 要 么 证 明 一 
个 命题 为 真 , 要 么 给 出 一 个 反例 (于 是 这 类 题目 束 变 成 了 
前 两 种 类 型 题目 中 的 一 个 )。 

题目 的 类 型 是 非常 重要 的 ， 因 为 它 决 定 了 解 题 的 根本 方 
法 。“ 证 明 .………… ”或 者 “推算 .……… ”的 题目 要 从 给 定 的 信 
县 入 手 ， 目标 是 推导 出 东 个 命题 为 真 或 者 求 出 菜 个 表达 式 的 
值 。 一 般 来 说 , 这 类 题目 要 比 力 外 两 类 题目 更 容易 些 ， 原 因 在 
于 这 类 题目 有 一 个 明确 可 见 的 目标 ， 从 而 让 我 们 能 够 有 意识 
地 根据 这 个 目标 来 求解 。“ 求 一 个 .……… 的 值 ”的 题目 则 更 具 
有 个 然 性 ， 我 们 通常 必须 先 猜 出 一 个 可 能 正确 的 答案 , 然后 
对 它 进 行 适当 的 调整 , 从 而 使 其 更 接近 正确 答案 ; 我 们 也 可 以 
改变 目标 对 象 必须 满足 的 条 件 ， 从 而 使 改变 后 的 条 件 更 容易 
满足 。“ 是 否 存在 .……… ”的 题目 一 般 难 度 最 大 , 因为 必须 先 
确定 这 样 的 对 象 是 否 存在 。 如 果 存 在 这 样 的 对 象 , 那么 要 给 出 
证 明 ; 否则 ， 惑 给 出 一 个 反例 。 
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当然 ， 并 不 是 所 有 的 题目 都 可 以 简单 地 划分 到 这 三 种 类 
型 中 。 但是， 当 求解 一 个 题目 时 , 一 般 的 题目 分 类 有 助 于 我 们 
选择 合适 的 基本 解 题 策略 。 例 如 ,如 条 试图 解决 “在 这 个 城市 
中 找 一 家 旅馆 过 夜 ”这 样 一 个 问题 , 那么 应 当 把 要 求 改 为 “在 
5 公里 范围 之 内 , 找到 一 家 有 空闲 房间 的 旅馆 ,并且 住 一 晚 的 
房 费 不 能 超过 100 美元 ”, 接 下 来 使 用 排除 法 去 找 满足 条 件 的 
旅馆 就 行 了 。 这 种 策略 要 比 证 明 这 样 的 旅馆 存在 或 不 存在 好 
得 多 ; 同时 , 这 种 策略 可 能 也 比 随便 找 一 家 旅馆 , 然后 试图 证 
明 可 以 在 该 旅馆 中 过 夜 要 好 。 

在 问题 1.1 中 , 我 们 过 到 的 是 一 个 “推算 .……… ”类 型 的 题 
目 。 这 需要 在 给 定 否 干 变 量 的 前 提 下 求 出 儿 个 未 知 量 。 这 束 提 
示 我 们 应 当 使 用 代数 方法 而 非 几何 方法 来 求解 。 通 过 建立 关 
联 @ 以 及 三 角形 边 和 角 的 多 个 方程 ,最终 求解 出 未 知 量 。 

读 懂 信息 ”题目 中 给 出 了 哪些 信息 ? 一 般 来 说 , 在 一 个 题 
目 中 会 给 出 大 干 个 满足 茶 些 特定 条 件 的 对 象 。 想 要 读 收 这 些 
信息 , 需要 弄 清楚 这 些 对 象 和 条 件 之 间 是 如 何 相 互 作用 的 。 集 
中 精力 选择 合适 的 技巧 和 符号 ， 对 解 题 来 说 是 非常 重要 的 一 
件 事 。 例 如 在 问题 1.1 中 , 能 够 获取 的 信息 有 : 这 是 一 个 三 角 
形 ,， 三 角形 的 面积 以 及 该 三 角形 的 三 条 边 长 构成 了 一 个 公关 
为 d 的 等 状 数列 。 因 为 已 知 的 是 一 个 三 角形 ， 而 要 考察 的 是 
该 三 角形 的 边 长 和 面积 , 所 以 需要 使 用 与 边 长 、 角 度 和 面积 相 
关 的 定理 来 处 理 这 个 题目 : 比如 正弦 法 则 、 余 弦 法 则 以 及 面 
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积 公式 。 另外， 由 于 题目 涉及 等 差 数列 , 于 是 我 们 将 使 用 一 些 
符号 来 说 明 该 数列 。 璧 如 , 三 角形 的 三 条 边 长 可 以 分 别 表示 成 
a、a+d 和 a+ 2d。 

明确 目标 ”我们 想 要 达到 的 目标 是 什么 ? 这 个 目标 可 能 
是 求 出 某 个 对 象 的 值 , 证 明 某 个 命题 为 真 , 确定 某 个 具有 特殊 
性 质 的 对 象 是 否 存在 ， 等 等 。 就 像 在 “ 读 懂 信息 ”这 个 策略 中 
提 到 的 那样 ， 明 确 目 标 有 助 于 我 们 集中 精力 选取 出 最 好 的 解 
题 工 具 。 此 外 ， 明 确 目标 对 于 确立 战术 目的 同样 有 很 大 的 帮 
助 , 这 能 使 我 们 更 加 接近 问题 的 答案 。 这 个 例题 的 目标 是 “ 求 
出 该 三 角形 所 有 的 边 长 和 角度 ”。 正 如 前 文中 所 说 的 , 这 意味 
着 我 们 需要 的 是 关于 边 长 和 角度 的 定理 及 结论 。 这 同时 也 明 
确 了 “ 找 出 涉及 三 角形 的 边 长 和 角度 的 等 式 ” 这 个 战术 目的 。 

选取 恰当 的 符号 有 了 信息 和 目标 ， 还 必须 采用 一 种 高 
效 的 方法 , 把 它们 尽 可 能 简单 地 展现 出 来 。 这 通常 会 涉及 前 文 
中 谈 到 的 两 种 策略 。 在 这 个 样题 中 , 我 们 已 经 考虑 到 了 建立 关 
于 d、t 以 及 三 角形 边 长 和 和 角度 的 等 式 。 三 角形 的 边 长 和 角度 
还 需要 使 用 变量 来 表示 : 可 以 把 边 长 分 别 取 作 a、b 和 c， 同 
时 把 角度 表示 为 a、B6 和 y。 然而, 利用 题目 中 的 信息 可 以 进 
一 步 地 简化 这 些 符 号 : 由 于 三 角形 的 边 长 构成 一 个 等 差 数 列 ， 
于 是 我 们 可 以 使 用 a、a 十 dq 和 a 十 24 来 代替 a、b 和 c。 但 是 
使 用 形式 上 更 加 对 称 的 符号 5 一 d、b 和 5 十 d 来 表示 边 长 要 比 
上 述 符 号 更 好 。 这 种 表示 的 唯一 小 缺陷 是 5b 必须 大 于 d。 但 经 
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过 进一步 的 思考 ,我 们 发 现 这 算 不 上 限制 。 实际 上 , 5 > d 只 
不 过 是 一 个 额外 的 信息 。 还 可 以 把 三 个 角度 分 别 取 作 a、B6 和 
180° 一 a 一 8B， 进而 对 符 写 做 出 更 大 的 调整 ,但 这 种 表示 并 不 
美观 , 并 且 在 形式 上 也 不 对 称 , 所 以 保持 之 前 的 符号 可 能 是 更 
好 的 选择 , 不 过 要 记 住 a 十 B 十 Y= 180°。 
用 选取 好 的 符号 写 下 你 所 知道 的 信息 ; 绘制 一 张 图 表 把 
所 有 的 信息 都 写 在 纸 上 , 有 如 下 三 方面 的 帮助 。 
(a) 你 之 后 可 以 方便 地 参阅 纸 上 的 内 容 。 
(b) 当 遇 到 困难 时 , 你 可 以 盯 着 这 张 纸 进行 思考 。 
(c) 把 知道 的 信息 写 下 来 能 够 激发 你 新 的 灵感 和 联想 。 
要 注意 的 是 , 你 没 必 要 写 过 多 的 信息 , 不 需要 把 细 校 术 节 
都 写 在 纸 上 。 一 个 折 中 的 办 法 是 : 重点 强调 那些 你 认为 最 有 用 
的 内 容 , 并 把 存在 更 多 疑点 的 、 宛 余 的 或 是 疯狂 的 想法 记录 在 
另 一 张 草稿 纸 上 。 我 们 能 从 样题 中 提取 出 下 面 这 些 等 式 和 不 
e。 (自然 约束 ) a, 6,x,t > 0 和 bz d; 还 可 以 不 失 一 般 性 地 
假设 d > 0。 
。〔 三 角形 的 角度 之 和 ) a 十 8 十 Y= 180°。 
(正弦 法 则 ) (5 一 qd)/sina = b/sin6 = (b+d)/siny。 
e。 (余弦 法 则 ) = (6 一 qd)?+(b+d)? 一 2(0-d)(b+d) cosp, 























e。 (面积 公式 ) t = (1/2)( — d)bsiny = (1/2)( 一 qd)(b+ 
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d) sinB = (1/2)b(b + d) sin a。 

。 (海伦 公式 ) 妇 = s(s 一 b 十 d)(s 一 0)(s 一 5b 一 d)， 其 中 

#= 人 (0 二 = 胃 十 5 和 丰 作 二 相 )/2 是 三 角形 的 半 周 长 。 

$s. 《三 放 处 合式 )D 守 站 计 0 和 (0= 人 0s 

在 上 面 这 些 事实 中 , 可 能 有 许多 结论 被 证 明 是 无 用 的 , 或 
会 导致 人 们 的 注意 力 分 散 。 但 是 通过 利用 某 种 判别 法 , 可 以 
把 有 价值 的 信息 从 那些 无 用 的 内 容 中 分 离 出 来 。 由 于 目标 和 
信息 都 是 以 等 式 的 形式 给 出 的 ， 等 式 可 能 要 比 不 等 式 更 加 有 
用 。 此外, 海伦 公式 看 起 来 将 大 有 用 处 , 原因 在 于 三 角形 的 半 
周 长 被 简化 成 了 s = 36/2。 由 于 “海伦 公式 ”是 可 能 有 用 的 信 
县 , 我 们 可 以 对 它 进 行 着 重 强 调 。 

当然 也 可 以 画 一 张 示意 图 。 这 通常 对 求解 几何 问题 有 非 
常 大 的 帮助 。 但 在 这 个 样题 中 , 示意 图 好 像 并 没有 提供 太 多 的 
帮助 : 

















btd 





对 问题 稍 做 修改 ”存在 很 多 修改 问题 的 方法 ， 它 们 能 使 
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问题 变 得 更 容易 处 理 。 

(a) 考虑 该 问题 的 一 个 特殊 情形 , 比如 极端 情形 或 退化 的 

情形 。 

(b) 求解 简化 了 的 问题 。 

(c) 建立 一 个 蕴含 着 该 问题 的 猜想 , 并 尝试 先 证 明 这 个 猜 

想 。 
(d) 从 问题 中 推导 出 某 个 结论 , 并 尝试 先 证 明 这 个 结论 。 
(e) 重新 表述 该 问题 (例如 , 证 明 其 逆 否 命题 , 使 用 反 证 
法 ,或 者 党 试 采 用 某 种 替换 说 法 )。 

(f) 考察 类 似 问 题 的 解答 。 

(g) 推广 该 问题 。 

当 你 不 知道 该 如 何 着 手 处 理 一 个 问题 时 ， 这 些 方法 将 会 
很 有 帮助 。 其 原因 在 于 ， 解 答 一 个 与 原 问题 相关 但 更 简单 的 
题目 ， 有 时 会 带 给 我 们 求解 原 问题 的 灵感 。 类似 地 , 考察 问题 
的 极端 情形 以 及 求解 带 有 附加 条 件 的 问题 同样 可 以 为 解答 原 
问题 带 来 帮助 。 但 这 里 要 提醒 一 句 , 特殊 情形 本 身 就 具有 特殊 
性 ， 某 些 用 来 证 明 特 殊 情 形 的 巧妙 方法 在 证 明 一 般 情形 时 可 
能 毫 无 用 处 。 这 通常 会 发 生 在 特殊 情形 过 于 特殊 的 状况 下 。 为 
了 保证 尽 可 能 与 原 问 题 的 本 质 接近 ， 你 应 该 从 适当 地 修改 假 
设 条 件 入 手 。 

在 问题 1.1 中 , 可 以 试 着 考察 d = 0 这 种 特殊 情形 。 在 这 
种 情形 下 , 需要 求 出 面积 为 t 的 等 边 三 角形 的 边 长 是 多 少 。 此 
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时 ， 用 标准 方法 来 计算 可 以 得 到 "= 2t12/314。 这 表明 了 一 
般 情 形 下 的 答案 也 应 当 包 含 平 方 根 或 者 四 次 方 根 ， 但 这 并 没 
告诉 我 们 该 如 何 求解 原 问 题 。 考 察 类 似 的 问题 不 会 带 来 太 
大 的 帮助 , 但 却 使 我 们 进一步 确信 , 解决 这 个 问题 需要 一 个 强 
有 力 的 代数 工具 。 

对 问题 做 出 较 大 修改 在 这 种 更 具 挑战 的 策略 中 ， 对 问 
题 做 出 的 修改 主要 有 : 删除 题目 中 给 出 的 条 件 , 交换 已 知 条 件 
和 要 求 的 结论 ， 或 者 否定 目标 结论 (例如 , 试 着 证 明 某 个 命题 
不 成 立 ， 而 非 成 立 ) 。 从 根本 上 说 ， 我 们 试 着 一 步 步 地 去 说 明 
修改 后 的 问题 是 不 成 立 的 ， 进 而 找到 问题 的 突破 口 。 这 种 方 
法 明确 了 题目 给 出 的 关键 信息 ， 同 时 也 告诉 我 们 求解 该 问题 
的 主要 困难 是 什么 。 这 些 练习 同样 有 助 于 我 们 培养 判断 哪些 
策略 可 行 以 及 哪些 策略 行 不 通 的 直觉。 

就 这 个 特定 的 样题 而 言 , 可 以 把 三 角形 替换 成 四 边 形 、 圆 
等 , 但 这 样 做 并 没有 什么 帮助 : 问题 只 会 变 得 更 加 复杂 。 另 
一 方面 , 可 以 看 出 , 解决 这 个 问题 真正 需要 的 不 是 三 角形 所 在 
的 位 置 , 而 是 该 三 角形 的 尺寸 。 那么 据 此 可 以 进一步 地 确定 ， 
应 当 把 注意 力 集中 在 边 长 和 角度 ( 即 a、b、c、a、B6 和 ~y) 上 ， 
而 不 是 去 考虑 使 用 解析 几何 或 者 类 似 的 方法 。 

可 以 忽略 掉 一 些 目 标 。 例 如 ， 不 必 计 算出 三 角形 所 有 的 
边 长 和 角度 ， 而 只 需要 求 出 三 条 边 长 就 可 以 了 。 接 下 来 会 发 
现 ， 利 用 余弦 法 则 和 正弦 法 则 完全 能 够 确定 三 角形 的 三 个 角 
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度 。 因 此 只 需要 计算 出 三 角形 的 边 长 。 又 因为 三 条 边 长 分 别 是 
b 一 d、b 和 5 十 d, 所 以 只 要 能 够 求 出 5 的 值 , 那么 这 个 问题 就 
解决 了 。 

也 可 以 忽略 像 公 关 4 这 样 的 信息 , 但 这 会 导致 出 现 多 个 可 
能 的 解 ， 而 我 们 却 没 有 足够 的 信息 来 解决 这 个 问题 。 关 似 地 ， 
忽略 面积 t 同样 会 造成 因 信 息 不 足 而 无 法 求解 的 状况 。( 有 时 
可 以 忽略 部 分 信息 。 例 如 ， 只 规定 面积 大 于 或 小 于 东 个 阔 值 
如 ， 但 这 会 让 问题 变 得 更 加 复杂 。 因 此 , 应 当 坚 持 先 尝试 简单 
的 选择 。) 把 问题 反 过 来 (交换 已 知 条 件 和 要 求 的 结论 ) 考虑 
能 够 激发 一 些 有 趣 的 想法 , 假设 你 有 一 个 三 角形 , 它 的 三 条 边 
长 构成 一 个 公差 为 d 的 等 莽 数 列 ; 你 而 望 缩小 (或 其 他 任何 处 
理 ) 该 三 角形 ， 从 而 使 其 面积 等 于 t。 不 难 想 象 这 个 过 程 是 在 
保持 三 角形 的 边 长 始终 构成 公差 为 d 的 等 差 数 列 的 同时 ,三 
角形 不 断 缩 小 而 使 其 形状 发 生 改 变 。 同样 地 , 也 可 以 考察 具有 
回 定 面 积 t 的 一 切 三 角形 , 并 从 中 找 出 一 个 , 使 其 三 条 边 长 构 
成 满足 条 件 的 等 差 数 列 。 这 些 想 法 终 守 会 发 挥 其 作用 ， 而 我 会 
采用 为 外 一 种 方法 来 解答 这 个 问题 ,请 不 要 起 记 , 一 个 问题 可 
能 有 许多 种 解法 , 但 没有 哪 一 种 解法 可 以 被 看 作 绝 对 最 好 的 。 

证 明 与 问题 相关 的 结论 题目 中 给 出 的 条 件 是 要 被 用 到 
的 , 所 以 应 当 重 视 这 些 条 件 并 试 着 去 使 用 它们 , 看 看 这 些 已 知 
条 件 能 否 提供 更 多 有 价值 的 信息 。 另 外 , 在 试图 证 明 主 要 结论 
或 者 求解 答案 的 过 程 中 , 证 明 一 些小 结论 或 许 会 对 后 面 解 题 产 
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生 帮 助 。 不 管 这 是 多 么 小 的 一 个 结论， 都 不 要 把 它 蕊 掉 一 一 
可 能 稍 后 它 就 会 发 挥 作用 。 此 外 ， 当 你 过 到 困难 时 , 它 也 能 让 
你 有 事 可 做 。 

在 “推算 .……: ”类 型 的 问题 中 ， 比 如 该 三 角形 问题 中 ， 
这 种 策略 并 不 一 定 奏效 , 但 不 妨 试 一 试 。 例如 , 我 们 的 战术 目 
的 是 求 出 5 的 值 。 解决 这 个 问题 需要 用 到 参数 d 和 t。 换 句 
话说 , b 实际 上 是 一 个 函数 : 5 = b(d,t)。( 如 果 说 把 这 个 符号 
用 在 儿 何 问题 中 看 起 来 并 不 恰当 的 话 ， 那 么 原因 仪 在 于 ,在 
儿 何 中 , 对 和 象 之 间 的 函数 关系 通常 都 会 被 忽略 。 例如, 海伦 公 
式 给 出 了 一 个 用 三 角形 边 长 a、b 和 ec 来 表示 三 角形 面积 4 
的 显 式 表 达 : 换言之 , 它 给 出 的 是 一 个 函数 A(a,b,c)。) 现在 
就 可 以 证 明 与 函数 b(d,t) 有 关 的 一 些小 结论 ， 比 如 b(q,t) = 
b( 一 d,t)( 这 是 因为 对 于 任意 一 个 等 莽 数 列 ， 总 是 能 够 找到 一 
个 与 它 等 价 的 等 差 数列 , 并 且 两 个 数列 的 公差 互 为 相反 数 ) 或 
者 b(kd, 2t) = kb(qd,t) (把 满足 b(q,t) 的 三 角形 放大 倍 就 得 
到 了 这 个 结果 )。 我 们 甚至 可 以 试 着 求 b 关于 ad 或 t 的 导数 。 
就 这 个 特定 的 问题 而 言 ， 这 些 策略 使 我 们 能 够 进行 一 些 正 规 
化 处 理 , 例如 令 t= 1 或 者 d = 1, 同时 还 为 我 们 提供 了 一 种 
检验 最 终结 论 是 否 正确 的 方法 。 不 过 在 该 问题 中 , 这 些 策略 并 
不 能 展现 出 太 大 的 优势 , 所 以 这 里 不 用 它们 来 求解 。 

简化 、 利用 题目 中 的 信息 , 实现 战术 目的 ”现在 已 经 引入 
了 符号 并 建立 了 一 些 等 式 ， 接 下 来 就 应 该 认真 地 考虑 如 何 实 
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现 已 经 确定 的 战术 目的 。 对 于 一 些 人 简单 的 问题 , 我 们 通常 可 以 
按照 某 种 标准 化 方法 来 操作 。( 例 如 ,在 高 中 阶段 ， 我 们 常 使 
用 已 经 得 到 充分 讨论 的 代数 化 和 傈 法 。) 通常 ， 这 是 解 题 过 程 中 
最 长 、 最 困难 的 部 分 , 但 是 只 要 我 们 记 住 相关 定理 、 题目 中 给 
出 的 信息 以 及 如 何 使 用 这 些 信息 , 并 且 牢 记 想 要 实现 的 目标 ， 
那么 就 不 会 迷失 方 回 。 另 外 , 不 要 串 目 地 使 用 任何 已 知 的 技巧 
或 方法 ， 而 应 该 事先 考虑 一 下 在 哪些 地 方 可 能 会 用 到 这 种 技 
巧 。 这 将 有 助 于 排除 干扰 性 的 解 题 方向 , 避免 精力 的 耗费 并 市 
省 大 量 时 间 ， 从 而 使 我 们 能 够 在 最 正确 的 解 题 方 向 上 前 进 。 

在 问题 1.1 中 , 我 们 集中 考虑 了 海伦 公式 。 利 用 这 个 公式 ， 
能 够 实现 求 b 这 一 战术 目的 。 此 外 还 知道 , 一 旦 求 出 5 的 值 ， 
利用 正弦 法 则 和 余弦 法 则 就 可 以 确定 a、B 以 及 的 值 。 接 下 
来 , 义 注意 到 海伦 公式 涉及 d 和 上 一 一 它 实 际 上 使 用 了 题目 
中 给 出 的 所 有 信息 (“三 角形 的 边 长 构成 一 个 等 差 数 列 ” 这 一 
事实 已 经 体现 在 引入 的 符号 当中 )。 总 而 言 之 , 用 d、t 和 5 来 
表述 海伦 公式 就 是 


2 有 (3 p+d) ( 守 -5) ( 字 -5-)， 
9 \ 9 2 2 
这 个 式 子 可 以 简化 成 


2 302( — 2d) (b+ 2d) 302(02 一 4d2) 
16 16 


接 下 来 , 我 们 求 5 的 值 。 上 式 右 端 是 一 个 关于 b 的 多 项 























t 
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式 (把 d 和 + 看 作 和 单数 ), 实际 上 它 是 关于 刀 的 一 个 二 次 多 项 
式 。 此 时 能 容易 地 求 出 这 个 二 次 方程 的 解 : 如 条 把 分 母 去 邱 ， 
并 把 所 有 项 都 挪 到 等 号 左 并 ,那么 束 得 到 








3b* — 12d20 — 16t2 =0。 





于 是 , 利用 二 次 方程 的 求 根 公式 可 得 
12d2 + vV144d4 十 19212 1 
22 = a 工 = 2 到 十 /4d 二 车 训 。 


由 于 是正 数 ,于 是 有 


16 
b= friar sat 


为 了 验证 这 个 结果 , 可 以 证 明 当 d= 0 时, 上 式 束 等 于 前 
面 计算 得 到 的 5 = 2t12/31/A4。 只 要 算出 三 条 边 长 5 一 d、b 以 
及 b 十 d 的 值 , 三 角形 的 角度 w、8 和 7 就 可 以 利用 余弦 法 则 
求 出 , 这样 就 完成 了 对 整个 题目 的 求解 ! 











ArAr ee 2 
吊 2 草 


数论 中 的 例子 
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奇数 拥有 神奇 的 力量 ， 它 能 够 占卜 生死 和 机 缘 ， 
威廉 莎士比亚 , 《温莎 的 风流 娘 儿 们 )》 


或 许 数论 并 没有 那么 神奇 , 但 它 依然 保持 着 一 种 神秘 性 。 
数论 并 不 像 代 数学 那样 以 等 式 的 运算 定律 为 基础 ， 它 的 结论 
更 像 是 从 一 些 未 知 的 源头 中 推导 出 来 的 。 例 如 , 拉 格 朗 日 定理 
(最 初 是 由 费 马 提 出 的 一 个 猜想 ) 描述 了 : 每 一 个 正 整数 都 是 
4 个 完全 平方 数 之 和 (如 30 = 和 十 32 二 22 十 12)。 从 代数 学 的 角 
度 来 说 , 我 们 所 讨论 的 是 一 个 极其 简单 的 方程 , 但 因为 讨论 的 
对 象 被 限制 在 整数 范围 内 ， 所 以 代数 法 则 在 这 里 就 不 起 作用 
了 。 令 人 气愤 的 是 ， 虽 然 这 个 结果 看 起 来 很 直观 , 并且 数 值 实 
验 也 表明 了 该 结果 好 像 的 确 成 立 ， 但 我 们 却 解释 不 了 它 为 什 
么 成 立 。 实 际 上 ， 拉 格 朗 日 定理 无 法 用 本 书 中 的 一 些 初等 方法 
进行 简单 地 证 明 , 对 它 的 证 明 要 用 到 高 斯 整数 或 类 似 的 知识 。 
然而 , 其 他 一 些 问题 就 没 那 么 深奥 了 ,下面 给 出 一 些 简单 
的 例子 ,每 个 例子 都 包含 一 个 自然 数 n。 
(a) n 的 个 位 数 总 与 它 的 五 次 方 5 相同 。 
(b) n 是 9 的 倍数 ， 当 且 仪 当 n 所 有 位 数 上 的 数学 之 和 
是 9 的 倍数 。 

(c) 《威尔逊 定理 ) (n 一 1)! 十 1 是 nn 的 倍数 , 当 且 仪 当 n 
是 一 个 素数 。 

(d) 如 果 有 是 一 个 正 奇数 ， 那么 1* 十 2* 十 .… 十 n* 能 被 
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n 十 1 整除 。 
(e) 存在 4 个 n 位 数 ( 允 许 补 充 前 导 0), 它们 满足 : 每 个 数 的 
末 nn 位 数 都 恰好 与 其 平方 数 的 末 nn 位 数 相同 。 例如 , 具 
有 上 述 性 质 的 4 个 三 位 数 分 别 是 000、001、376 和 625。 
这 些 命 题 都 可 以 用 初等 数论 的 知识 来 证 明 ， 而 且 它 们 都 
以 模 运算 的 基本 思想 为 核心 。 这 将 让 你 体会 到 代数 的 魅力 , 但 
却 只 限于 有 限 个 整数 的 情况 。 顺便 说 一 下 , 试 着 去 证 明 最 后 一 
个 命题 (e) 将 最 终 引 入 “p 进 ” 的 概念 ， 这 是 一 种 无 限 维 形式 
的 模 运 算 。 
基础 数论 是 数学 中 的 一 个 独立 部 分 ， 但 源 于 整数 和 整除 
性 这 些 基 本 概念 的 应 用 却 十 分 广泛 和 强大 。 由 整除 性 这 一 概 
念 可 以 很 日 然 地 引入 素数 的 概念 ， 据 此 又 可 以 进一步 导出 
式 分解 的 详细 性 质 ， 从 而 引出 了 19 世纪 后 半 叶 的 一 个 重大 数 
学 发 现 : 素数 定理 。 该 定理 更 加 精确 地 指出 小 于 某 个 给 定 整数 
的 素数 一 共有 多 少 个 。 同 时 , 利用 整数 运算 的 概念 , 可 以 把 定 
义 在 整数 集 子 集 上 的 模 运 算 推广 到 有 限 群 、 环 和 域 的 代数 上 。 
当 “ 数 ”的 概念 被 推广 到 无 理 根 式 、 分 裂 域 的 元 素 以 及 复数 上 
时 , 由 模 运 算 就 可 以 导出 代数 数论 。 数 论 是 文 撑 整 个 数学 学 科 
的 芮 基石 之 一 ， 其 目 吴 当然 也 是 非常 有 趣 的 。 
在 开始 求解 题目 之 前 , 先 回顾 一 些 基 本 概念 。 自然 数 就 是 
正 整数 (不 把 0 看 作 自 然 数 )。 自然数 集 用 N 来 表示 。 素 数 是 
恰好 有 两 个 因数 的 自然 数 ， 并 且 这 两 个 因数 分 别 是 1 和 其 自 























陶 哲 轩 教 你 学 数学 ”18/171 





身 ; 我 们 不 把 1 看 作 素 数 。 给 定 两 个 自然 数 m 和 mn， 如 果 它 
们 只 有 1 这 个 唯一 的 公 因数 , 那么 称 m 和 n 是 互 素 的 。 

把 符号 x = y (mod n) 读 作 “zx 等 于 y 模 n”， 它 表示 
2 和 yy 相差 一 个 n 的 倍数 ， 比 如 15 = 65 (mod 10)。 符 号 
(mod n) 意 味 痢 正在 进行 的 模 运 算 中 模 数 ”等 同 于 0。 举 个 例 
子 , 模 运 算 (mod 10) 是 以 10 = 0 为 前 提 的 运算 。 因此, 我 们 
有 65==15 十 10 十 10 十 10 十 10 十 10 二 15 十 0 十 0 十 0 十 0 十 0 = 二 15 
(mod 10)。 男 外 ， 模 运算 与 标准 的 算术 运算 不 同 ， 它 不 涉及 
不 等 式 ， 并 且 所 有 参与 模 运 算 的 数字 都 是 整数 。 例 如 ，7/2 疤 
3.5 (mod 5)， 而 是 由 7 = 12 (mod 5) 可 得 7/2 = 12/2 = 6 
(mod 5)。 这 种 迁 回 的 除法 运算 看 起 来 好 像 有 些 奇怪 , 但 实际 
上 可 以 发 现 , 这 样 的 做 法 并 不 会 造成 真正 的 矛盾 , 尽管 有 些 除 
法 运算 是 不 允许 的 , 就 像 在 传统 的 实数 运算 中 不 允许 “用 0 做 
除数 ”那样 。 一 般 情况 下 ,如 果 分 母 与 模 数 n 是 互 素 的 , 那么 
除法 就 是 可 行 的 。 
































2.1 位 数 





上 文中 提 到 过 , 把 一 个 数 所 有 位 数 上 的 数字 相 加 将 有 助 于 
本 解 该 数 的 一 些 性 质 (特别 有 助 于 考察 该 数 能 否 被 9 整除 )。 
企 遍 等 数学 中 , 这 种 运算 其 实 并 不 是 特别 重要 〈 与 研究 数 的 位 
数 相 比 ， 直 接 考 察 数 本 身 被 证 明 是 一 种 更 高 效 的 方法 ), 但 它 
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在 趣味 数学 中 却 是 一 种 很 常见 的 运算 ， 有 时 甚至 被 赋予 东 种 
神秘 的 含义 ! 当然 ,位 数 求 和 会 经 常 出 现在 数学 苋 赛 的 题目 
中 ,比如 下 面 这 个 问题 。 


问题 2.1 (泰勒 ，1989, 第 7 页 ) 证明 : 在 任意 18 个 连 
续 的 三 位 数 中 , 至 少 存在 一 个 整数 能 够 被 它 所 有 位 数 上 的 


数字 之 和 整除 . 





这 是 一 个 有 限 的 问题 : 因为 三 位 数 大 概 只 有 900 个 ， 所 
以 从 理论 上 来 说 ， 可 以 通过 逐个 验证 每 个 三 位 数 来 解答 这 个 
问题 。 但 现在 来 看 一 下 是 否 能 够 找到 一 些 减 少 工作 量 的 方法 。 
首先 , 本 题 的 目标 看 起 来 好 像 有 点 奇怪 : 我 们 要 找 的 是 一 个 能 
被 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 整除 的 数 。 为 了 更 容易 处 理 这 个 
问题 ， 先 把 目标 用 数学 公式 表示 出 来 。 一 个 三 位 数 可 以 写成 
abci0 的 形式 ， 其 中 a、b 和 e 是 各 位 数 上 的 数字 ， 而 这 种 写 
法 是 为 了 避免 与 abc 混淆 。 注意 , abc10 = 100a 十 10b 十 c, 但 
abc = 二 a x bx c。 如 采用 标准 符 写 alb 来 表示 命题 “a 整除 5”， 
那么 现在 想 要 求解 的 就 是 














(Q 十 器 十 cj|apcio， (1) 
其 中 , abcio 是 给 定 的 18 个 连续 整数 中 的 一 个 。 能 否 对 这 个 式 
子 进行 简化 、 变形, 或 者 采用 茶 种 方法 使 它 变 得 更 加 有 用 ? 这 
古 有 可 能 的 , 但 却 并 不 能 达到 事半功倍 的 效 末 (例如 , 无 法 得 
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到 一 个 直接 把 a、b 和 < 关联 起 来 的 有 用 的 等 式 )。 实 际 上 ， 即 
便 把 abcio 用 100a 十 10b 十 c 来 代 蔡 , (1) 式 仍然 很 难处 理 。 下 
面 来 看 一 下 能 使 (1) 式 成 立 的 所 有 人 解 abcio: 


100, 102, 108, 110, 111, 112, 114, 117, 120, 126, . . . , 990, 999. 


这 些 数 看 起 来 是 杂乱 、 随 机 的 , 但 它们 出 现 得 非常 频繁 , 这 足 
以 使 任意 18 个 连续 的 整数 中 都 包含 一 个 满足 条 件 的 解 。 那么 
18 出 现在 这 里 的 意义 是 什么 ? 假如 18 并 不 是 无 关 紧 要 的 (或 
许 只 需要 13 个 连续 的 整数 就 足够 了 ，18 在 这 里 只 是 一 个 干 
扰 条 件 ), 那么 18 为 什么 出 现在 这 里 呢 ? 可 能 有 人 会 想到 , 位 
数 之 和 与 9 之 间 存 在 着 密切 的 联系 例如， 一 个 数 匀 Q 9 除 之 
后 所 得 的 余数 与 该 数 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 被 9 除 之 后 所 得 
的 余数 相等 )， 而 18 也 与 9 有 关 ， 因 此 它们 之 间或 许 存在 某 
种 模糊 的 关联 。 然 而 连续 的 整数 与 整除 性 之 间 并 没有 什么 关 
联 。 那么 , 为 了 解决 这 个 问题 , 貌似 不 得 不 对 这 个 问题 进行 重 
新 表述 ， 或 者 提出 一 个 相关 的 问题 。 

如 果 把 注意 力 集中 在 与 数 9 有 关 的 一 些 事 上 ， 那 么 就 不 
难 发 现 满足 (1) 式 的 绝 大 多 数 整 数 实际 上 都 是 9 的 倍数 ,或 
至 少 是 3 的 倍数 。 事 实 上 , 在 上 面 给 出 的 那些 数 中 , 只 有 三 个 
数 是 例外 (100、110 和 112); 而 且 任 意 一 个 能 够 被 9 整除 的 
数 都 能 满足 (1) 式 。 因 此 , 我 们 不 试图 去 直接 证 明 : 
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在 任意 18 个 连续 的 三 位 数 中 , 至少 存在 一 个 整数 满 
足 (1) 式 。 





而 是 去 试 着 证 明 如 下 结论 : 








在 任意 18 个 连续 的 三 位 数 中 , 存在 一 个 既 能 被 9 整 
除 ， 又 满足 (1) 式 的 整数 。 





这 种 做 法 貌似 “打破 ”了 题目 给 出 的 信息 (18 个 连续 的 整 
数 ) 与 目标 (一 个 满足 (1) 式 的 整数 ) 之 间 的 “ 坚 冰 ”, 因为 在 
任意 18 个 连续 的 整数 中 必定 包含 一 个 能 被 9 整除 的 数 (实际 
上 , 18 个 连续 的 整数 中 含有 2 个 能 被 9 整除 的 数 ) 而 且 从 数 
值 验证 的 结果 以 及 数 9 的 局 发 式 性 质 中 可 以 看 出 ， 能 被 9 整 
除 的 数 貌 似 都 可 以 满足 (1) 式 。 这 种 “ 热 脚 石 ” 式 的 方法 是 把 
两 个 看 似 无 关 的 命题 联系 起 来 的 最 好 方式 。 

现在 , 这 块 特殊 的 “ 垫 脚 石 ”〈 考 察 能 被 9 整除 的 数 ) 的 确 
可 以 发 挥 作用 , 但 还 需要 做 些 额外 的 工作 , 从 而 能 够 涵 址 所 有 
的 情形 。 事实 上 , 一 个 更 好 的 方法 是 考察 能 被 18 整除 的 数 : 


18 个 连续 的 整数 | 一 > | 一 个 能 被 18 整除 的 数 


一 > | (1) 式 的 一 个 解 























之 所 以 做 出 这 种 修改 , 有 如 下 两 方面 原因 。 
。 在 18 个 连续 的 整数 中 , 总 是 恰好 包含 一 个 能 被 18 整除 
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的 数 , 同时 又 包含 两 个 能 被 9 整除 的 数 。 这样 看 起 来 , 考 
察 能 被 18 整除 的 数 要 比 考 察 能 被 9 整除 的 数 更 巧妙 , 也 
更 恰当 。 此 外 ， 如 果 可 以 利用 能 被 9 整除 的 数 来 解决 问 
题 ， 那 么 题目 只 需要 给 出 “9 个 连续 的 整数 ” 这样 的 信息 
就 可 以 了 , 而 不 必 是 “18 个 连续 的 整数 ”。 

因为 “能 被 18 整除 的 数 ” 是 “能 被 9 整除 的 数 ” 的 一 种 
特殊 情况 , 所 以 相 比 之 下 , 证 明 “ 存 在 一 个 能 被 18 整除 ， 
同时 又 满足 (1) 式 的 整数 ”应 该 比 证 明 “ 存 在 一 个 能 被 9 
整除 ， 同 时 又 满足 (1) 式 的 整数 ”更 容易 一 些 。 实 际 上 ， 
正如 我 们 所 看 到 的 那样 ， 能 被 9 整除 的 数 并 不 始终 发 挥 
其 作用 (比如 909)， 而 能 被 18 整除 的 数 却 总 是 有 效 的 。 

不 管 怎 样 ， 数 值 验证 表明 了 考察 18 的 倍数 似乎 是 可 行 
的 。 但 这 是 为 什么 呢 ? 下 面 就 以 18 的 倍数 216 为 例 。216 所 
有 位 数 上 的 数字 之 和 是 9, 并 且 由 18 能 整除 216 可 知 9 也 能 
整除 216。 现 在 来 考察 另外 一 个 例子 : 882 能 被 18 整除 ,并且 
它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 是 18。 因 此 , 882 显然 可 以 被 它 所 有 
位 数 上 的 数字 之 和 整除 。 通 过 考察 更 多 的 例子 我 们 可 以 看 出 ， 
对 于 任意 一 个 能 被 18 整除 的 数 而 言 , 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 
和 总 是 9 或 者 18, 那么 它 自然 就 能 被 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 
整除 。 由 这 些 猜想 可 以 导出 下 面 的 证 明 。 

证 明 在 18 个 连续 的 整数 中 ,必定 存在 一 个 能 被 18 整除 的 
数 ， 我 们 把 它 记 作 abcio。 因 为 abcio 也 能 被 9 整除 ， 所 以 
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a 十 0 十 c 一 定 能 被 9 整除 。 (是否 还 记得 关于 9 的 整除 法 则 ? 
一 个 数 能 被 9 整除 ， 当 且 仅 当 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 能 被 
9 整除 。) 由 于 a 二 b+c 在 1 和 27 之 间 取 值 , 于 是 a+b+c 
必定 是 9、18 或 27, 其 中 a 十 b 十 c 仪 当 abcio = 999 时 才 等 
于 27， 而 此 时 abcio 不 能 被 18 整除 。 因 此 , a 十 5 十 c 只 能 是 
9 或 者 18, 于 是 有 a 十 b 十 c|18。 而 根据 定义 可 知 18labcio， 那 
么 就 有 a 十 5 十 clabci0, 结论 得 证 。 口 

请 记 住 , 对 于 那些 涉及 整数 位 数 的 题目 , 通常 无 法 直接 求 
出 答案 。 应 当 把 一 个 复杂 的 公式 简化 成 某 种 较 容 易 处 理 的 形 
式 。 在 这 个 题目 中 , 语句 “任意 18 个 连续 的 整数 中 一 定 存 在 
一 个 ”可 以 替换 成 “任意 一 个 能 被 18 整除 的 数 必定 ”虽然 后 
者 的 结论 更 弱 一 些 ， 但 却 更 加 简单 而 且 与 问题 的 相关 性 也 更 
强 〈 即 与 整除 的 相关 性 )。 其 实 , 这 是 一 种 很 好 的 尝试 。 男 外 还 
要 记 住 , 对 于 有 限 类 型 的 题目 , 我 们 采用 的 策略 与 高 等 数学 中 
的 策略 是 不 一 样 的 。 例 如, 我 们 不 认为 公式 











a 二 5b 二 + clabcio 
是 一 个 典型 的 数学 问题 (如 模 运 算 的 相关 应 用 ), 但 由 于 被 考 
罕 的 对 象 是 三 位 数 , 我 们 可 以 对 a+b 十 c 设置 取 值 范围 (9、18 
或 27)， 这 样 问题 就 被 简化 成 了 








9labpclio、18|apcio 或 27|abci0。 


实际 上 从 逻辑 角度 来 说 , 似乎 应 该 先 把 abcio 扩展 成 代数 形式 
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100a 十 105 十 c, 但 其 实 这 种 做 法 根本 没有 必要 。 这 种 代数 形式 
只 会 造成 干扰 ,并 不 会 有 助 于 题目 的 求解 。 

最 后 还 有 一 点 要 注意 : 实际 上 , 至 少 需要 18 个 连续 的 数 ， 
才 可 以 保证 其 中 能 找到 一 个 满足 (1) 式 的 整数 。17 个 数 是 行 
不 通 的 。 例 如 ， 考察 由 559 ~ 575 的 整数 所 构成 的 一 个 序列 
(我 使 用 计算 机 来 验证 这 个 例子 , 并 没有 采用 多 少数 学 技巧 )。 
当然 ,， 从 求解 该 题目 的 角度 来 说 , 没 必要 去 了 解 这 一 事实 。 

















习题 2.1 在 一 个 室内 游戏 中 ,“ 魔 术 师 ”请 一 位 参与 者 先 
想 出 一 个 三 位 数 abci0。 然 后 ， 魔 术 师 让 该 参与 者 把 5 个 
数 acbio0、bacio、bcai0、cabio 和 cbaio 加 起 来 ， 并 告诉 大 
家 它们 的 和 是 多 少 。 如 果 它 们 的 和 等 于 3194, 那么 最 初 的 
abcio 是 多 少 ?( 提示: 首先 用 一 个 较 好 的 数学 形式 来 表示 
这 5 个 数 的 和 ， 然 后 利用 模 运 算 找到 a、b 和 c 的 取 值 范 
围 。) 





问题 2.2 (泰勒 , 1989, 第 37 页 ) 是否 存在 一 个 2 的 方 
需 满 足 如 下 条 件 : 对 该 数 所 有 位 数 上 的 数字 进行 适当 的 重 
排列 可 以 得 到 另 一 个 2 的 方 帘 数 (最 高 位 上 的 数字 不 允 
许 等 于 零 。 例 如， 不 存在 0032 这 样 的 数 )。 








这 个 问题 看 起 来 是 一 个 无 法 解答 的 混合 体 : 它 涉 及 2 的 
方 需 以 及 位 数 的 重 排列 。 怕 因 在 于 : 
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(a) 位 数 的 重 排 列 有 太 多 可 能 的 情况 ; 

(b) 确定 2 的 方 昧 各 个 位 数 上 的 数字 并 不 是 一 件 容易 的 

事情 。 

这 或 许 意味 着 我 们 需要 采取 一 些 不 寻常 的 方法 。 

首先 要 做 的 事情 就 是 猜测 答案 是 什么 。 这 个 题目 的 出 处 
〈 它 来 源 于 一 次 数学 竞赛 ) 表明 了 它 并 不 是 一 个 试 错 法 类 型 的 
问题 ， 因 而 问题 的 答案 可 能 是 “不 存在 ”。( 但 男 一 方面 , 采用 
一 些 独 特 的 精妙 构造 , 或 许可 以 实现 一 种 巧妙 的 位 数 重 排 , 但 
这 种 构造 并 不 是 轻易 就 能 想到 的 。 那么 先 从 一 些 简 单 的 方 膝 
展开 猜测 。 如 果 你 的 猜测 是 正确 的 ， 那 么 就 节省 了 大 量 时 间 
和 力气 来 解 题 。 但 如 果 你 的 猜测 是 错误 的 , 那么 束 注 定 你 要 进 
行 长 时 间 的 艰 和 天 摸索。 这 并 不 是 说 , 你 应 当 帮 弃 那 些 有 价值 但 
却 困 难 的 解 题 方 法 , 而 是 说 在 解 题 之 前 , 你 应 当做 一 些 理性 的 
分 析 研 究 。) 

就 像 问题 2.1 那样 , 题目 中 的 位 数 实际 上 是 用 来 转移 我 们 
注意 力 的 。 在 问题 2.1 中 ,我 们 上 只 关心 与 位 数 上 数字 之 和 相 
天 的 两 件 事 : 第 一 件 事 是 整除 性 条 件 ， 第 二 件 事 是 对 取 值 范 
围 的 限制 。 我 们 并 不 想 看 到 一 个 具体 的 等 式 所 闪 来 的 各 种 复 
杂 性 。 这 里 也 是 一 样 的 道理 : 必须 通过 位 数 置 换 来 简化 这 个 问 
题 。 仅 仅 从 逮 辑 的 角度 来 看 ,所 面临 的 情况 会 变 得 更 加 粳 糙 ， 
这 是 因为 必须 证 明 更 多 的 结论 ; 但 在 清晰 和 简洁 方面 , 我 们 却 
取得 了 进展 。( 为 什么 你 要 被 那些 无 用 的 信息 所 累 呢 ? 它们 只 
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会 分 散 你 的 注意 力 。) 

于 是 , 只 要 可 以 找到 2 的 方 虹 以 及 位 数 置 换 的 主要 性 质 ， 
就 有 希望 找到 使 两 者 产生 矛盾 的 性 质 。 现 在 首先 来 处 理 比较 
容易 的 2 的 方才 。 它 们 十 : 





1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 


8192, 16384, 32768, 65536,.…: 





在 这 里 , 看 不 出 与 位 数 有 关 的 太 多 性 质 。 2 的 方 究 的 最 后 一 位 
数 显然 是 偶数 (除了 1)， 而 其 他 位 数 上 的 数字 看 起 来 是 相当 
随机 的 。 以 数 4096 为 例 , 它 有 一 位 数 是 奇数 ， 其 余 儿 位 上 是 
偶数 , 而 且 还 包含 了 一 个 0。 是 什么 原因 导致 它 不 能 经 过 位 数 
的 重 排 列 变 成 男 一 个 2 的 方 窜 数 ? 比如 , 它 能 否 通过 位 数 重 排 
列 变 成 2256 = 1523…….936? 你 会 回答 :“ 当 然 不 行 !” 但 这 是 为 
什么 呢 ? “因为 它 太 大 了 !” 那 么 这 是 否 就 意味 着 问题 的 答案 
与 数 的 大 小 有 关 ?“ 是 的 ，24256 有 数 千 位 ， 而 4096 却 只 有 四 
位 数 。” 啊 哈 , 所 以 位 数 的 重 排列 并 不 会 改变 总 的 位 数 。( 记 录 
下 任何 一 个 对 你 解 题 有 帮助 的 事实 ， 即 便 它 们 是 非常 简单 的 
结论 。 不 要 以 为 那些 “显而易见 ”的 事实 总 会 在 你 需要 的 时 候 
及 时 出 现 。 埋 藏 在 浅 处 的 金子 也 要 通过 不 断 地 寻找 和 挖掘 才 
能 得 到 。) 

那么 ,根据 这 些 少量 的 信息 ， 能 和 否 继续 进行 概括 推广 呢 ? 
现在 , 我 们 推广 后 的 问题 如 下 。 
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是 否 存在 一 个 2 的 方 虎 满足 下 列 条 件 : 能 够 找到 另 一 
个 与 它 位 数 相等 的 2 的 方 窜 数 ? 








遗憾 的 是 ， 对 于 这 个 问题 ， 我 们 能 很 快 地 回答 “是 ”。 例 
如 ，2048 和 4096。 由 此 可 见 ， 推广 得 到 的 这 个 问题 太 宽 泛 
了 注意, 对 这 个 问题 的 肯定 回答 不 一 定 能 够 推出 对 原 问题 的 
肯定 回答 )。 再 回 过 头 来 看 一 下 问题 2.1。 只 知道 “能 被 18 整 
除 的 数 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 一 定 能 被 9 整除 ”并 不 足以 解 
答 原 问题 。 我们 还 需要 男 一 个 事实 , 即 “ 三 位 数 所 有 位 数 上 的 
数字 之 和 至 多 等 于 27。” 简 言 之 ,我 们 尚未 找到 足够 多 的 事实 
来 解决 这 个 问题 。 当 然 , 由 于 限制 了 位 数 重 排列 的 可 能 性 , 我 
们 已 经 取得 了 部 分 成 功 。 再 来 看 看 4096 这 个 例子 。 通 过 位 数 
的 重 排列 , 它 只 能 变 成 男 一 个 四 位 数 。 有 多 少 个 四 位 数 是 2 的 
方 军 呢 ? 只 有 四 个 一 一 1024、2048、4096 和 8192。 这 是 因为 
2 的 方 寡 总 是 成 倍 地 增加 : 它们 不 可 能 在 同一 个 “数量 级 ”上 
停留 太 久 。 事实 上 , 很 快 将 看 到 , 位 数 个 数 相 等 的 2 的 方 震 数 
不 超过 4 个 (在 5 个 连续 的 2 的 方 寨 中 ， 第 五 个 数 是 第 一 个 
数 的 16 倍 ， 因 而 第 五 个 数 的 位 数 一 定 多 于 第 一 个 数 )。 那 么 
这 就 意味 着 , 对 任意 一 个 2 的 方 过 进行 位 数 的 重 排列 , 至 多 能 
够 得 到 3 个 与 它 不 等 的 2 的 方 寡 。 这 样 我 们 就 取得 了 部 分 胜 
利 : 对 于 任意 一 个 2 的 方 罕 ， 只 需要 排除 3 个 或 者 更 少 的 可 
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能 性 , 而 不 像 之 前 那样 需要 排除 无 限 多 个 可 能 性 。 通过 开展 一 
些 额外 的 工作 ,或 许 还 可 以 排除 剩 下 的 这 些 可 能 性 。 

我 们 已 经 说 过 , 在 进行 位 数 置换 时 , 置换 后 所 得 的 数 与 原 
来 的 数 具 有 同样 多 的 位 数 。 但 反 过 来 束 完 全 不 成 立 了 。 束 位 
数 置换 的 这 个 性 质 而 言 , 其 日 映 是 无 法 独立 解决 问题 的 。 这 意 
味 看 我 们 的 推广 过 于 宽 沁 ,从 而 使 得 问题 更 难以 解决 。 重 新 
来 审视 这 个 问题 。 进 行 位 数 置 换 时 , 某 些 其 他 性 质 也 保留 了 下 
来 。 来 看 一 些 例子 。 因 为 我 们 已 经 对 4096 这 个 数字 进行 过 一 
些 研 究 , 所 以 现在 仍旧 考察 4096。 对 它 进行 位 数 置 换 后 , 所 有 
可 能 的 结 末 有 








4069, 4096, 4609, 4690, 4906, 4960, 6049, 6094, 6409, 


6490, 6904, 6940, 9046, 9064, 9406, 9460, 9604, 9640. 


这 些 数 有 哪些 共性 ? 它们 有 相同 的 位 数 集合 。 这 是 一 个 很 好 的 
结论 ， 但 “位 数 集合 ”并 不 是 一 个 非常 有 用 的 数学 对 象 (使 
用 这 个 概念 的 定理 和 工具 并 不 是 很 多 )。 然 而 , “位 数 上 的 数 
字 之 和 ” 却 是 一 种 更 常用 的 工具 。 而且, 如 果 两 个 数 具 有 相同 
的 位 数 集合 ， 那 么 它们 必定 有 相同 的 “位 数 上 的 数字 之 和 ?”。 
于 是 得 到 另 一 个 信息 : 位 数 置 换 保 持 “ 位 数 上 的 数字 之 和 ”不 
变 。 把 这 一 信息 与 前 面 得 到 的 信息 结合 起 来 , 就 得 到 了 下 面 这 


个 新 问题 。 
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是 否 存在 一 个 2 的 方才 满足 下 列 条 件 : 能 够 找到 另 一 
个 与 它 位 数 相等 , 并 且 与 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 也 相等 
的 2 的 方 项 数 ? 





同样 地 , 如 采 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 , 那么 原 问 题 的 答 
案 也 是 否定 的 。 这 个 问题 处 理 起 来 要 比 原 问题 更 加 容易 , 其 原 
因 在 于 “位 数 的 个 数 ” 以 及 “位 数 上 的 数字 之 和 ”都 是 标准 的 
数论 语言 。 

牢记 这 个 痢 概 念 ， 我 们 来 考察 2 的 方 蝴 所 有 位 数 上 的 数 
字 之 和 , 因为 这 与 新 问题 是 有 关 的 。 列 出 下 面 这 个 表格 。 


2 的 方 过 位 数 上 的 2 的 方才 位 数 上 的 2 的 方才 位 数 上 的 
数字 之 和 数字 之 和 数字 之 和 
1 1 256 13 65 536 25 
2 2 512 8 131 072 14 
4 4 1 024 fF 262 144 19 
8 8 2 048 14 524 288 29 
16 Gd 4 096 19 1 048 576 31 
32 5 8 192 20 
64 10 16 384 92 
128 11 32 768 26 


从 这 个 表格 中 , 我 们 观察 到 以 下 两 点 。 
。“ 位 数 上 的 数字 之 和 ” 通 第 是 很 小 的 。 例 如 ，217 所 有 位 
数 上 的 数字 之 和 只 不 过 是 14。 但 这 实际 上 并 不 是 一 件 幸 
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运 的 事 。 因 为 与 较 大 的 数 相 比 , 较 小 的 数 更 容易 找到 与 其 
相等 的 数 。[ 如 果 让 10 人 中 的 每 个 人 都 随机 选取 一 个 两 位 
数 ， 那 么 在 他 们 所 选取 的 数 中 ， 有 相当 大 的 机 会 (9.5%) 
出 现 两 个 相等 的 数 ; 但 如 果 每 个 人 选取 的 都 是 10 位 数 ， 
那么 出 现 相 等 数 的 概率 上 只 有 百 万 分 之 一 ， 这 与 中 彩票 的 
概率 一 样 低 。] 然而 ， 较 小 的 数 有 助 于 我 们 找到 规律 ,所 
以 这 或 许 并 非 完全 是 坏 消息 。 
有 些 “ 位 数 上 的 数字 之 和 ”是 相等 的 ， 例 如 16 和 1024。 
不 过 “位 数 上 的 数字 之 和 ”看 起 来 好 像 是 在 慢 慢 地 增 大 : 
你 可 以 设想 一 下 , 一 个 100 位 的 2 的 方 守 与 一 个 10 位 的 
2 的 方 守 相 比 ， 前 者 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 要 大 于 后 者 。 
但 同时 还 要 记 住 ， 我 们 考虑 的 是 具有 相同 位 数 的 2 的 方 
需 ,， 因 此 这 种 思路 并 没有 多 大 帮助 。 
经 过 观察 , 可 以 得 到 这 样 的 结论 : “位 数 上 的 数字 之 和 ”有 具 
有 一 种 容易 理解 的 宏观 结构 [伴随 着 n 的 增加 在 慢 慢 增 大 ; 对 
于 取 值 较 大 的 n, 则 2* 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 实际 上 很 有 可 
能 接近 于 (4.51ogi02)n 231.355m《 尽 管 这 尚未 被 证 明 ) ], 但 它 
还 有 一 个 糟 料 的 微观 结构 , 那 就 是 数值 波动 过 大 。 在 前 文中 曾 
经 提 到 过 ,“ 位 数 集合 ”这 个 概念 并 不 常用 ; 但 现在 看 来 ,“ 位 
数 上 的 数字 之 和 ”好 像 也 没有 显示 出 多 大 的 效果 。 那么 是 否 存 
在 另 一 种 简化 这 个 问题 的 思路 ， 能 使 该 问题 真正 得 以 解决 ? 
我 们 曾 说 过 “位 数 上 的 数字 之 和 ”是 一 种 “常用 的 数学 工 
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上 其” 之 前 的 那个 问题 就是 一 个 例子 。 但 唯一 能 使 “位 数 上 的 
数字 之 和 ”被 看 作 真 正 “ 主 流 工具 ”的 方法 是 , 考虑 模 9 的 “位 
数 上 的 数字 之 和 ”。 我 们 或 许 会 想到 , 在 问题 2.1 中 , 一 个 整 
数 与 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 模 9 相等 。 例 如， 由 于 10 等 于 
1 (mod 9)， 





3297 = 3x10 十 2Xx10 十 9X10 二 7X10 (nod9) 
二 人 9 


=3+2+9+7 (mod 9)。 


因此 , 得 到 下 面 这 个 修改 后 的 新 问题 。 





是 否 存在 一 个 2 的 方 寡 满足 下 列 条 件 : 能 够 找到 为 
一 个 与 它 位 数 相 等 , 并 且 与 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 模 9 
也 相等 的 2 的 方才 数 ? 





根据 “一 个 整数 与 它 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 模 9 相等 "这 
一 事实 , 现在 可 以 重新 叙述 上 面 的 问题 。 








是 否 存在 一 个 2 的 方 舌 满 足下 列 条 件 : 能 够 找到 男 一 
个 与 它 位 数 相等 ， 并 且 与 它 模 9 所 得 余数 也 相等 的 2 的 
方 震 数 ? 





注意 , 我 们 根本 没 用 到 “位 数 的 重 排 列 ”“ 位 数 集合 ”以 及 
“位 数 上 的 数字 之 和 ”这 几 个 厅 烦 的 概念 , 解决 问题 有 希望 了 。 
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现在 修改 之 前 有 关 “2 的 方 蜗 所 有 位 数 上 的 数学 之 和 ”的 
表格 , 看 看 能 得 到 什么 信息 。 


2 的 方 宗 模 9 的 余数 2 的 方 宗 模 9 的 余数 2 的 方 寡 ” 模 9 的 余数 














1 1 256 4 65 536 

2 2 512 8 131 072 5 
4 4 1 024 7 262 144 1 
8 8 2 048 5 524 288 2 
16 7 4 096 1 1 048 576 4 
32 5 8 192 2 

64 1 16 384 4 
128 2 32 768 8 


我 们 要 证 明 的 是 : 对 于 任意 两 个 2 的 方 寡 ， 它 们 不 可 能 
既 有 相同 的 位 数 ， 又 有 相等 的 模 9 余数 。 那 么 从 这 个 表格 中 
可 以 看 出 ,存在 知 干 个 2 的 方 寡 具有 相等 的 模 9 余数 ,例如 
1、64、4096 和 262 144。 但 这 四 个 数 的 位 数 并 不 相等 。 事实 上 ， 
那些 具有 相等 的 模 9 余数 的 2 的 方 容 彼 此 相距 较 远 ， 因 而 它 
们 不 可 能 有 相同 的 位 数 。 实际 上 , 具有 相等 的 模 9 余数 的 2 的 
方 容 看 起 来 排列 得 非常 有 规律 。 我 们 能 很 快 地 观察 到 , 同一 个 
模 9 余数 每 经 过 6 步 就 会 出 现 一 次 。 利 用 模 运 算 能 够 容易 地 
证 明 这 个 猜想 : 


























2 nd 


其 中 64 = 1 (mod 9)。 上面 这 个 结果 表明 了 ,2 的 方 宏 的 模 9 余 
数 会 无 限 循环 地 重复 下 去 , 束 像 循环 小 数 一 样 : 1, 2, 4, 8,7,5, 1， 
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2, 4, 8,7,5, 1, 2, 4,8,7,5,.…。 这 又 进一步 说 明了 , 对 于 任意 两 个 
2 的 方 寡 , 如 果 它 们 所 有 位 数 上 的 数字 之 和 模 9 相等 , 那么 它 
们 一 定 相差 至 少 6 步 , 因此 这 两 个 数 至 少 相 差 了 64 倍 , 于 是 
它们 的 位 数 不 可 能 相等 因此, 任意 两 个 2 的 方 窜 不 可 能 同时 
具有 相同 的 位 数 以 及 相等 的 模 9 数字 之 和 。 这 样 就 完成 了 对 
修改 后 的 问题 的 证 明 ， 现 在 就 可 以 反 推 回去 直到 对 原 问题 做 
出 解答 ， 并 把 解 题 过 程 完整 地 写 出 来 。 
证 明 假设 存在 两 个 2 的 方 寡 ， 满 足 其 中 一 个 数 可 以 通过 位 
数 置换 得 到 另 一 个 数 。 这 表明 两 者 具有 相同 的 位 数 , 并 且 它 们 
所 有 位 数 上 的 数字 之 和 模 9 相等 。 但 是 , 模 9 的 数字 之 和 是 
周期 为 6 的 一 列 数 ， 并 且 在 任意 给 定 的 周期 内 数字 不 会 重复 
出 现 ， 那么 这 两 个 2 的 方 寡 至 少 相 差 了 6 步 ， 从 而 不 可 能 
相同 的 位 数 ， 而 这 与 假设 相 矛 盾 。 口 
通过 对 问题 进行 不 断 的 简化 , 我 们 把 一 些 无 用 的 、 使 用 起 
来 不 方便 的 信息 替换 成 更 自然 、 更 灵活 以 及 更 便于 我 们 使 用 
的 概念 。 这 个 简化 过 程 或 许 具 有 一 定 的 偶然 性 ; 其 中 总 会 存在 
一 些 过 度 简化 或 简化 不 当 (简化 成 一 些 无 关 紧 要 的 信息 ) 的 风 
险 。 但 就 这 个 问题 而 言 , 几乎 任何 一 种 处 理 方法 都 优 于 尝试 进 
行 位 数 置换 , 所 以 整个 简化 过 程 并 没有 太 大 的 风险 。 有 时 调整 
和 简化 可 能 会 让 你 劳 而 无 功 , 但 在 你 真 的 束手无策 时 , 任何 方 
法 都 不 妨 去 试 一 试 。 
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2.2 ”于 番 图 方程 


丢 番 图 方程 是 一 类 代数 方程 (一 个 典型 的 例子 是 o2 十 刀 = 
c )， 其 中 所 有 的 变量 都 被 限定 为 整数 。 通 党 的 目标 是 找到 这 
类 方程 的 所 有 人 解 。 在 一 般 情况 下 , 即便 所 有 的 变量 都 被 限定 在 
整数 范围 内 , 方程 也 会 存在 多 个 解 。 这 类 方程 可 以 使 用 代数 方 
法 来 求解 , 还 可 以 利用 数论 中 的 整数 除法 、 模 运算 以 及 整数 的 
因 式 分 解法 来 解答 。 下 面 给 出 一 个 例子 。 


问题 2.3 (澳大利亚 数学 竞赛 , 1987, 第 15 页) ”对 于 给 
定 的 非 零 整 数 a 和 bl(a+b 关 0), 找 出 满足 方程 1/a++1/b = 


n/(a 十 b) 的 所 有 整数 m。 





这 个 问题 看 起 来 像 是 一 个 标准 的 丢 番 图 方程 ， 所 以 可 以 
先 用 乘法 进行 通 分 , 于 是 得 到 





(a+b)/ab = n/(a+ Db), 


从 而 有 
(a +0b)* = nab。 (2) 


那么 接 下 来 该 怎么 做 ? 可 以 略 去 mn, 得 到 
ab|(a + 0)* 


(这 里 使 用 了 曾 在 问题 2.1 中 用 到 的 整除 符号 |) 或 者 尝试 集 


= 
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中 考虑 nab 是 个 平方 数 这 一 事实 。 这些 都 是 非常 好 的 技巧 , 但 
对 求解 这 个 问题 好 像 并 没有 多 大 帮助 。(2) 陈 等 号 的 左 站 和 右 
端 并 没有 非常 紧密 的 联系 : 左 端 是 一 个 平方 数 , 而 右 问 却 是 乘 
只 的 形式 。 

在 求解 问题 的 过 程 中 , 要 始终 记 住 : 暂时 放弃 那些 有 趣 但 
无 效 的 方法 , 而 应 当 和 尝试 一 些 对 问题 求解 更 有 帮助 的 思路 。 可 
以 尝试 用 代数 方法 来 寻找 问题 的 突破 口 ; 如 果 不 成 功 的话 , 那 
就 试 着 使 用 数论 的 知识 来 求解 。 把 (2) 式 展 开 , 然后 合并 同类 
项 可 得 


0 nab tb = 0 





如 果 大 胆 地 使 用 三 次 方程 求 根 公 式 , 那么 束 能 得 到 


a=2 [m2 + Vn- -ql. 








这 个 式 子 看 起 来 相当 繁琐 ， 但 实际 上 可 以 对 其 充分 地 加 以 利 
用 。 我 们 知道 a、5 入 n 都 是 整数 ， 并 且 上 式 中 还 包含 了 一 个 
平方 根 。 另 外 ,只 有 当 根 号 里 的 项 (n - 2)2 - 4 是 一 个 完全 平 
方 数 时 , 这 个 式 子 才 是 有 意义 的 。 而 这 意味 着 一 个 平方 数 减 去 
4 之 后 仍然 是 个 平方 数 。 这 是 一 个 非常 严格 的 限制 条 件 。 因 为 
除了 最 初 的 几 个 平方 数 之 外 , 任意 两 个 平方 数 之 差 都 比 4 大 ， 
所 以 只 需要 验证 取 值 较 小 的 n 就 可 以 了 。 通 过 验证 可 以 发 现 
(1 一 2)? 一 定 等 于 4， 从 而 n 是 0 或 4。 下 面 对 这 两 种 情形 分 
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别 进行 讨论 , 并 对 每 一 种 情形 给 出 相应 的 解 , 或 者 证 明 解 不 存 
在 。 

情形 1: n= 0。 把 n=0 代 入 (2) 式 可 得 (a 二 0)?=0, 从 
而 a+z2=0。 但 此 时 在 原 方程 中 就 出 现 了 无 效 的 0/0, 因此 7 
不 可 能 等 于 0。 

情形 2: n = 4。 按 照 同样 的 方法 , 把 n = 4 代 回 (2) 式 
可 得 (a 十 0)? = 4ab， 对 它 进行 整理 后 有 a? - 2og 十 刀 = 0。 
对 该 式 进行 因 式 分 解 得 到 (a - 5)? = 0， 于 是 a 必定 等 于 b。 
这 并 不 会 导致 矛盾 产生 , 而 是 得 到 了 一 个 解 : 当 令 (2) 式 中 的 
= 原 方 程 成 并 。 

所 以 答案 是 ”= 4, 但 这 个 结果 是 通过 使 用 相当 繁琐 的 二 
次 方程 求 根 公式 得 到 的 。 通常 情况 下 , 这 种 方法 使 用 起 来 并 不 
太 灵 活 , 但 是 因为 它 引 入 了 平方 根 项 , 而 该 项 要 求 根 号 里 的 内 
容 必须 是 一 个 完全 平方 数 , 所 以 这 个 方法 有 时 也 能 派 上 用 场 。 

在 丢 番 图 问题 中 , 如 果 有 一 个 变量 出 现在 指数 位 置 上 , 那 
么 对 这 个 问题 的 求解 束 会 变 得 极其 困难 。 最 著名 的 例子 就 是 
“ 昼 蕊 大 定理 ”尼斯 定 了 方程 可 二 这 三 避 ( 基 中 交涉 
存在 自然 数 解 。 幸运 的 是 , 还 有 一 些 涉及 指数 的 问题 能 够 容易 
地 求解 出 来 。 









































问题 2.4 (泰勒 , 1989, 第 7 页 ) 求 出 满足 方程 2% 十 7 二 
zZ2 的 所 有 解 ， 其 中 n 和 x 都 是 整数 。 
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事实 上 ， 这 类 问题 通常 要 经 过 不 断 试 错 才能 找到 正确 答 
案 。 就 丢 番 图 方程 而 言 ， 最 初等 的 求解 方法 是 模 运 算 和 因 式 
分 解 。 模 运算 能 把 整个 方程 转化 成 一 个 恰当 的 模 关 系 式 , 它 有 
时 取 常 数 为 模 (例如 (mod 7) 或 (mod 16))， 有 时 取 变 量 为 
模 (例如 (mod pgq))。 因 式 分 解 可 以 把 原 问 题 转化 成 形 如 ( 因 
子 ) x( 因 子 ) = (容易 求解 的 形式 ) 的 问题 , 其 中 等 号 右 端 可 
能 是 一 个 常数 (这 是 最 理想 的 结果 )、 素 数 、 平 方 数 或 者 某 种 
所 包含 的 因子 只 有 有 限 种 可 能 的 其 他 形式 。 例 如 ， 在 问题 2.3 
中 , 我 们 首先 想到 的 就 是 使 用 上 面 这 两 种 方法 , 但 最 终 更 倾向 
于 用 代数 方法 来 求解 ， 而 这 种 代数 方法 实际 上 就 是 经 过 伪装 
的 因 式 分 解 技巧 。( 是 否 还 记得 我 们 最 终 得 到 了 (n 一 2)2 一 4 = 
(平方 数 )? ) 

其 实 , 最 好 能 先 试 一 试 那 些 初等 方法 , 这 样 可 以 避免 走 更 
多 的 弯路 。 也 可 以 放弃 这 些 方法 , 尝试 分 析 下 面 这 个 近似 方程 
































z= Vn +47 2"/2, 


这 个 式 子 涉及 一 些 更 高 深 的 数论 知识 , 比如 连 分 式 、\ 佩 尔 方程 
以 及 递归 关系 。 它 的 确 可 以 解决 问题 , 但 我 们 希望 能 找到 一 个 
优美 《 即 省 事 ) 的 解法 。 

只 有 当 n 是 偶数 时 ， 才 有 可 能 得 到 有 用 的 因 式 分 解 。 于 
是 , 考虑 如 下 两 个 平方 数 的 差 (这 是 于 看 图 方程 中 的 一 种 至 关 
重要 的 因 式 分 解 技 巧 ): 
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其 中 mm = n/2。 那么 可 以 说 xz 一 2m 和 z+2m 都 是 7 的 因子 ， 
从 而 它们 一 定 是 -7、-1 或 1、7。 通过 进一步 分 情况 讨论 可 
知 , 方程 无 解 ( 如 果 假 设 mn 是 偶数 的 话 )。 然而, 这 只 不 过 是 
因 式 分 解 提 供 的 信息 。 它 并 没有 告诉 我 们 真正 的 解 是 什么 以 
及 到 底 有 多 少 个 解 (尽管 我 们 现在 能 够 确定 ”一 定 是 奇数 )。 

接 下 来 考虑 模 运 算 。 这 种 方法 的 策略 是 , 用 模 来 消去 一 项 
或 更 多 项 。 例如 ,可 以 把 原 方程 写成 模 x 的 形式 











27" 十 7 三 0 (mod x) 
或 模 7 的 形式 

9 
遗憾 的 是 , 这 些 方法 并 没有 发 挥 多 少 作用 。 然而 , 在 放弃 模 运 
算 这 个 方法 之 前 , 还 有 一 个 模 数 可 以 试 一 试 。 之 前 试图 消 掉 7 
和 x2 这 两 项 , 那么 现在 能 人 耕 考 虑 消 去 2" 这 项 呢 ? 当然 可 以 ， 
把 2 作为 模 数 就 可 以 了 。 于 是 , 当 n > 0 时, 有 

















0 和 ?7 ‘(mod 2) 
而 当 m=0 时 有 
14+7=% ‘(mod2), 


这 种 做 法 还 是 插 好 的 , 因为 几乎 消 反 了 包含 的 项 ,但 问题 仍 
日 无 法 解答 ， 因 为 等 写 右 端 x? 的 取 值 可 能 是 0 或 者 1， 所 以 
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目前 还 没有 真正 排除 所 有 可 能 的 情况 。 为 了 限制 z” 的 取 值 ， 
必须 选取 一 个 不 同 的 模 数 。 按照 这 种 思路 (限制 等 号 右 端 的 取 
值 ), 我 们 考虑 使 用 模 4 来 代替 模 2: 


7 (modd)s 


换 句 话说 ,我们 有 


0+3 二 X22 (mod4) 若 n (3) 
9 (4) 
1+3= 二 x2 (mod4) 若 n=0。 (5) 


因为 x? 一 定 等 于 0 (mod 4) 或 1 (mod 入， 所 以 (3) 式 被 排 
除 。 这 意味 着 n 的 值 只 能 取 0 或 1。 通过 简单 的 验证 可 知 ,只 
有 n= 二 1 成立, 并 且 z 一 定 是 +3 或 -3。 

在 解答 形 如 “ 求 出 所 有 人 解 ” 这 一 类 的 丢 番 图 方程 时 ， 主 
要 的 思路 是 : 排除 有 限 种 可 能 性 之 外 的 所 有 情况 。 这 也 是 
(mod 7) 和 (mod x) 行 不 通 的 为 一 个 原因 ; 如 果 它 们 行 得 通 
那么 所 有 的 情况 都 将 被 排除 。 而 在 使 用 (mod 4) 时 , 我 们 排除 
了 绝 大 多 数 情 况 , 但 同时 会 留 下 几 种 可 能 的 情形 。 


习题 2.2 ”找到 能 使 n 十 10 整除 十 100 的 最 大 正 整 数 
n。( 提 示 : 使 用 (mod n 十 10), 根据 n= 一 10 (mod n 十 10) 
这 一 事实 来 消 掉 m。) 


陶 哲 轩 教 你 学 数学 ”40/171 





2.3 ” 蜂 和 和 





问题 2.5〔 哈 约 什 等 ,1963, 第 74 页 ) 证明 对 于 任意 的 
非 负 整数 n, 数 17? 二 2? 十 37 十 47? 能 被 5 整除 当 且 仅 当 n 
不 能 被 4 整除。 








这 个 问题 乍 看 起 来 有 点 让 人 胆 层 : 上 面 这 样 的 式 子 可 能 会 
让 你 想起 著名 的 费 马 大 定理 , 而 该 定理 正 是 因为 难 解 而 著称 。 
但 现在 面临 的 这 个 问题 要 简单 许多 。 我 们 希望 证 明 某 个 特定 的 
数 能 (或 不 能 ) 被 5 整除 ,除非 能 明显 地 看 出 可 以 直接 利用 因 式 
分 解法 , 否则 就 必须 使 用 模 运 算 的 方法 。( 也 就 是 要 证 明 , 对 于 
任 总 一 个 不 能 被 4 整除 的 nn 均 有 1?+2"+37+47? = 0 (mod 5); 
同时 还 要 证 明 , 如 果 n 能 被 4 整除 , 那么 1? 十 2? 二 37 十 47? 关 0 
(mod 5)。) 

因为 这 里 使 用 的 数字 都 比较 小 ,所 以 可 以 手工 计算 17 十 
27 十 3? 十 4? (mod 5) 中 的 某 些 值 。 最 好 的 方法 是 ， 先 分 别 求 
出 1"” (mod 5)、2” (mod 5)、3” (mod 5) 和 4” (mod 5), 然后 
再 把 它们 加 起 来 。 

















(mod 5) 
n 1 2 3” 4 1 十 2 十 3 十 4 
0 1 1 1 1 4 


1 1 2 3 4 0 
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( 续 ) 
Nn | 2 37 47 17 十 27 十 37 十 47 
2 1 4 4 1 0 
3 1 3 2 4 0 
4 1 1 1 1 4 
5 1 2 3 4 0 
6 1 4 4 1 0 
7 1 3 2 4 0 
8 1 1 1 1 4 


通过 观察 可 知 , 上 和 面 这 个 表格 显然 存在 某 种 周期 性 。 实际 
上 , 1"、2”、3” 和 4” 的 取 值 都 以 4 为 周期 。 为 了 证 明 这 个 猜 
想 , 只 要 使 用 周期 性 的 定义 束 可 以 了 。 

用 3 来 举例 说 明 。 说 3 以 4 为 周期 就 意味 着 

= Tmod5): 
可 以 容易 地 证 明 这 个 结果 。 由 于 81 = 1 (mod 5), 于 是 有 
3 9x81= (mod 

类 似 地 , 可 以 证 明 1"、2* 和 4 都 以 4 为 周期 这 表明 了 
17 二 27 十 37 十 47 的 周期 也 是 4。 那么 只 需要 对 n= 1,2,3,4 时 
的 题目 进行 证 明 就 可 以 了 ， 因 为 由 周期 性 可 以 推导 出 所 有 其 
他 情形 。 而 我 们 已 经 证 明了 问题 的 结论 在 ”= 1,2,3,4 时 是 成 
并 的 (参见 上 面 的 表格 )， 于 是 就 完成 了 证 明 。( 顺 便 说 一 下 ， 
如 果 假 设 ”是 奇数 ,那么 还 可 以 采用 另 一 种 更 初等 的 方法 来 
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解 题 对 某 些 项 进行 简单 的 配对 和 抵消 。) 

如 果 要 证 明 的 方程 中 包含 一 个 参数 (在 本 题 中 是 n),， 那 
么 周期 性 总 会 成 为 一 种 便捷 的 解 题 工具 。 因 为 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 不 必 验 证 参数 的 所 有 可 能 取 值 , 而 只 需 对 一 个 周期 内 ( 例 
如 ;, n = 0,1,2,3) 的 取信 进行 验证 束 足 够 了 。 








习题 2.3 ”证明 如 果 xz 和 ww 都 是 整数 , 那么 方程 x4 十 131 = 
B07 


接 下 来 转向 一 个 有 关 和 顺和 的 更 严 手 的 问题 。 





问题 2.6 (Shklarsky 等 , 1962, 第 14 页 ) (**) 设 h 和 nn 





都 是 自然 数 ， 并 且 上 是 奇数 。 证 明和 式 1 十 2 十 .十 mi 
能 被 1 十 2 十 … 十 n 整除 。 








顺便 说 一 下 ， 这 个 问题 是 关于 伯 努 利多 项 式 的 一 个 典型 
习题 (或 是 余数 定理 的 某 些 巧 妙 应 用 )。 但 努 利多 项 式 是 数学 
中 一 个 很 有 趣 的 部 分 , 它 有 很 多 方面 的 应 用 。 如 果 没 有 伯 努 利 
多 项 式 (或 黎 曼 4 函数 ) 这 样 的 有 效 工具 ,那么 我 们 束 不 得 不 
去 使 用 朴素 而 又 古老 的 数论 知识 。 

首先 , 我 们 知道 1 十 2 十 … 十 n 还 可 以 写成 n(n 十 1)/2 的 
形式 。 那 么 应 当 使 用 哪 种 形式 呢 ? 前 一 种 形式 更 具有 美感 , 但 
在 整除 性 问题 中 却 没什么 用 处 。( 如 果 把 除数 表示 为 乘积 的 形 
式 ,， 那么 使 用 起 来 总 是 比 把 除数 写成 和 式 要 更 方便 些 。) 如 果 














第 2 章 数论 中 的 例子 43/171 


可 以 把 1 十 2* 十 … 十 n* 因 式 分 解 成 包 售 1 十 2 十 … 十 n 的 
项 , 那么 前 一 种 形式 或 许 还 有 些 用 处 。 然而 这 样 的 分 解 并 不 存 
在 (全 少 不 是 那么 显然 )。 如 果 “ 能 被 1 十 2 十 … 十 n 整除 ”与 
“能 被 1 十 2 十 … 十 (n 十 1) 整除 ”之 间 存 在 某 种 关联 ， 那么 归 
纳 法 或 许 是 一 种 可 行 的 办 法 , 但 这 种 可 能 性 也 不 大 。 因 此 选择 
使 用 n(n 十 1)/2 的 形式 。 

于 是 , 我 们 的 目标 可 以 用 模 运 算 〈 模 运算 是 证 明 一 个 数 能 
整除 另 一 个 数 的 最 灵活 的 方法 ) 表示 为 证 明 





























1 十 2 十 十 和 三 0 (mod nm+1)/2)。 


现在 暂时 忽略 n(n 十 1)/2 中 的 2。 接 下 来 尝试 证 明 具 有 如 下 形 
式 的 命题 

(因子 1) x (因子 2)|( 表 达 式 )。 
如 果 这 两 个 因子 是 互 素 的 ， 那 么 我 们 的 目标 就 等 价 于 分 别 证 
明 








(因子 1)|( 表 达 式 ) 和 (因子 2)|( 表 达 式 )。 
这 样 束 使 证 明 变 得 更 加 人 简单: 当 除数 较 小 时 , 对 整除 性 的 证 明 
束 更 容易 。 可 是 , 这 里 还 有 一 个 营 人 大 的 2。 为 了 解决 它 , 把 
n 分 成 偶数 和 奇数 这 两 种 情况 分 别 进行 讨论 ”。 由 于 上 述 两 种 
@ 另 一 种 方法 是 对 等 号 两 端 同时 乘 以 2, 这 样 要 证 明 的 就 是 2(1* 十 2* 十 … 十 
nk) 二 0 (mod n(n 十 1))。 接 下 来 的 讨论 与 本 书后 文中 给 出 的 方法 基本 等 


川 。 




















i 
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情况 非常 相似 , 我 们 只 讨论 ”为 偶数 时 的 情况 。 此 时 可 以 把 m 
记 作 n= 2m (这 样 吏 可 以 避免 在 下 面 的 等 式 中 引入 会 混 消 视 
昕 的 “nf2” 项 一 一 这 些 人 简单 的 整理 工作 将 对 顺利 求解 有 所 帮 
助 )。 把 所 有 的 ”都 蔡 换 成 2m， 那么 我 们 要 证 明 的 就 是 


于吉 Cj = 0 (nod (om + D) 





又 因为 m 和 2m 十 1 是 互 素 的 , 所 以 上 式 就 等 价 于 


Jo 0 (mod ol) 








I op =0 (modnls 


先 来 证 明 关于 (mod 2m + 1) 的 部 分 。 该 部 分 与 问题 2.5 
十 分 相似 ， 但 因为 这 里 的 天 是 奇数 ， 所 以 相 比 而 言 更 容易 证 
明 。 当 模 为 2m 十 1 时 , 2m 等 价 于 一 1, 2m 一 1 等 价 于 -2,， 依 
此 类 推 。 于 是 表达 式 全 二 2: 二 .二 (3m)* 就 变 成 了 











1% 寺 2% 十 .十 (m) 十 (一 m)* 十 … 十 (一 2)* 十 (一 1)* (mod 2m+1)。 





这 样 做 的 原因 是 为 了 抵消 其 中 的 某 些 项 。 由 于 是 奇数 , 那么 
(1)* 等 于 -1。 于 是 (-a)* = -a*。 据 此 ， 上面 和 式 中 的 一 些 
项 就 可 以 成 对 地 消 掉 : 2* 和 (-2)* 相互 抵消 ,3* 和 (-3)* 相 
互 抵消 ,等 等 。 最 终 只 剩 下 我 们 想 要 的 0 (mod 2m +1)。 
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现在 来 处 理 有 关 (mod m) 的 部 分 ; 也 就 是 说 , 我 们 要 证 
明 的 是 





a ed 

+ 二 (2m 一 1) +(2m*=0 (mod m)。 
由 于 所 做 的 是 模 m 的 运算 ， 上 式 中 的 某 些 项 可 以 被 简化 。m 
和 2m 都 等 价 于 0 (mod m), m 十 1 等 价 于 1, 且 m 十 2 等 价 
于 2, 依 此 类 推 。 因此， 上 述 和 式 可 以 被 简化 为 





1 十 2 十 3 十 ,十 (mm 一 1 六 十 多 十 1 十 十 (mm 一 1 十 0 (mod m)。 


而 其 中 有 些 项 出 现 了 两 次 , 于 是 经 过 合并 同类 项 (并 舍弃 0)， 
得 到 





2(1* 二 2 二 3 二. 十 (m 一 1)*) (mod m)。 
那么 接 下 来 的 处 理 几乎 与 处 理 (mod 2m 十 1) 时 完全 相同 , 但 
当 m 取 侦 数 时 会 出 现 一 些小 砍 烦 。 如 果 mm 是 奇数 , 可 以 把 上 
面 这 个 表达 式 重 新 改写 为 





人 


Fz Td 





进而 可 以 像 前 面 那样 做 同样 的 抵消 处 理 。 但 当 是 偶数 时 (也 
就 是 令 m = 2p)， 则 存在 一 个 中 间 项 p*, 它 不 与 任何 项 抵消 。 
换 句 话说 ,此 时 表达 式 无 法 立刻 变 成 0, 而 是 变 成 
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2p” (mod 2p), 
而 该 式 显 然 就 等 于 0。 因此 当 n 为 偶数 时 , 无 论 m 是 奇数 还 是 
偶数 , 我 们 都 已 经 证 明了 1* 十 2* 十 3* 十 .… 十 n* 能 被 n(n 十 1)/2 


整除 。 








习题 2.4 。” 当 nn 为 奇数 时 , 给 出 上 述 问题 的 完整 证 明 ，。 


现在 考虑 一 关 特 殊 的 “ 野 和 ”问题 , 即 倒数 之 和 。 





问题 2.7 (Shklarsky 等 ，1962, 第 17 页) 设 p 是 一 个 
大 于 3 的 素数 ,证明 分 数 


/ld) 








的 既 约 分 子 能 被 p? 整除 . 例如 ,如果 p 等 于 5, 那么 分 数 
1/1 十 1/2 十 1/3 十 1/4 = 25/12 的 婚约 分 子 显 然 能 被 52 整 


上 








这 是 一 个 “证 明 .…… ”的 问题 ， 而 非 “ 求 .……… 的 值 ” 
或 "是否 存在 ……: ”的 问题 , 所 以 这 类 问题 的 结论 并 不 是 完 
全 不 可 能 成 立 的 。 然而, 我 们 要 证 明 的 是 与 既 约 分 数 的 分 子 有 
关 的 问题 , 这 类 问题 并 不 容易 处 理 ! 该 分 子 需要 被 转化 成 茶 种 
更 加 标准 的 形式 , 壁 如 一 个 代数 表达 式 , 这 样 就 可 以 更 方便 地 
处 理 它 。 为 外 ， 这 个 问题 涉及 的 内 容 并 不 仅仅 是 被 素数 整除 ， 
它 还 会 用 到 被 素数 的 平方 整除 。 这 将 使 问题 的 难度 大 幅度 提 
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高 。 我 们 希望 找到 一 种 方法 把 问题 向 化 成 只 与 素数 整除 性 有 
关 ， 从 而 使 问题 更 容易 求解 。 
通过 对 问题 的 观察 , 我 们 确定 了 下 列 儿 个 目标 。 
(a) 把 分 子 写成 一 个 数学 表达 式 ， 从 而 能 够 对 它 进行 处 
Hs 
(b) 试看 把 这 个 关于 22 整除 性 的 问题 转化 成 条 种 更 简单 
的 题目 ,比如 p 整除 性 问题 。 
先 来 处 理 目标 (a)。 背 和 完 ， 我 们 能 容易 地 取得 一 个 分 子 ， 
但 该 分 子 并 不 一 定 是 个 既 约 分 子 。 把 所 有 相 加 的 分 数 进行 通 
分 后 , 我 们 束 得 到 了 








(2x3x:…x(D 一 1)+1x3x:…x(D 一 1 十 …: 
二 1x2x3x:…x(D 一 2)) 
WU 


假设 现在 能 够 证 明 上 式 中 的 分 子 能 被 p? 整除 。 那么 该 如 何 证 
明 这 个 式 子 的 既 约 分 子 也 能 被 p? 整除 ? 什么 是 既 约 分 子 呢 ? 
它 是 通过 对 原来 的 分 子 和 分 母 进 行 约 分 得 到 的 。 约 分 是 否 会 
破坏 p? 整除 性 呢 ? 如果 p 的 东 个 倍数 被 约 控 ,那么 答 采 束 是 
肯定 的 。 不 过 分 母 与 p 是 互 素 的 , 因此 p 的 倍数 不 可 能 被 约 
掉 。(p 是 素数 , 而 且 (p 一 1)! 可 以 表示 成 若干 个 比 p 小 的 数 的 
乘积 。) 啊 哈 ! 这 就 意味 痢 只 需要 证 明 上 式 中 那个 见长 的 分 子 
能 被 p? 整除 束 可 以 了 。 这 比 取 其 他 形式 的 分 子 更 好 ， 因 为 现 





时 | 
和 外 
条 
和 
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在 我 们 要 证 明 的 是 下 面 这 个 等 式 : 


2x3x:…x(D 一 1)+1x3x: xD 一 1 十 …: 


+1x2x3x:..Xx(p—-2)=0 (mod p2)。 











(此 时 再 次 转向 了 模 运 算 , 而 模 运 算 通 第 是 证 明 一 个 数 能 整除 
另 一 个 数 的 最 好 方法 。 然 而 , 如 果 问 题 涉及 多 个 整除 性 ， 比 如 
题目 涉及 能 整除 茶 个 特定 数 的 全 体 整数 ， 那 么 采用 其 他 技巧 
有 时 会 更 好 。) 

尽管 得 到 了 一 个 等 式 , 但 这 个 等 式 却 相当 复杂 。 接 下 来 要 
做 的 就 是 向 化 它 。 等 号 的 左 端 是 由 不 定 乘 积 构成 的 一 个 不 定 
和 《此 处 “不 定 ” 的 意思 仅仅 是 指 表达 陈 中 存在 “…”)。 但 是 
可 以 把 不 定 乘 积 的 形式 表达 得 更 清楚 。 每 个 不 定 乘积 都 是 由 1 
和 (p 一 1) 之 间 所 有 不 等 于 ;的 整数 相 乘 得 到 的 ,而 ;是 取 值 
在 1 和 p 一 1 之 间 的 某 个 整数 。 这 个 不 定 乘 积 可 以 写成 更 紧凑 
的 形式 (p 一 1)1/i。 又 因为 i 和 p? 是 互 素 的 , 所 以 在 模 22 的 
前 提 下 ,上 式 可 以 写成 用 i 做 除数 的 形式 。 于 是 我 们 的 目标 就 
变 成 了 证 明 等 式 


(pC— 1)! | (p— 1)! | (pC— 1)! 四 D 一 JI! 
1 2 3 p—1 


通过 因 却 分 解 ， 得 到 




















(p— 1)! ; 上 =0 (mod 2 )。 (6) 
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( 记 住 , 我 们 正在 处 理 的 是 模 运 算 , 因此 像 1/2 这 样 的 数 会 等 
价 于 一 个 整数 。 例如, 1/2 = 6/2 = 3 (mod 5)。) 
现在 得 到 了 具有 如 下 形式 的 等 式 : 





(因子 ) x (因子 )=0 (mod p”)。 





加 果 正 在 进行 的 不 是 模 运 算 ， 那么 上 式 中 就 有 一 个 因子 为 0。 
在 模 运算 中 几乎 可 以 得 到 同样 的 结论 ， 但 必须 要 更 加 小 心 一 
些 。 幸 运 的 是 , 第 一 个 因子 (p 一 1)! 与 成 互 素 (因为 (p 一 1) 
与 p 是 互 素 的 ), 那么 就 可 以 把 (p -1)! 消 掉 。 于 是 (6) 式 就 等 
价 于 








= 
p—1 
(请 注意 ,这 个 式 子 看 起 来 与 原 问 题 非 常 类 似 , 唯一 的 区 别 就 
在 于 我 们 考虑 的 是 整个 分 数 , 而 不 只 是 它 的 分 子 。 我 们 不 能 不 
假 思 索 地 从 一 种 形式 直接 跳 到 吃 一 种 形式 。 上 面 这 些 复杂 的 
推导 过 程 是 很 有 必要 的 。) 
现在 已 经 把 问题 简化 成 证 明 一 个 形式 上 相当 优美 的 模 运 
等 式 。 接 下 来 该 怎么 做 呢 ? 通过 例子 来 阐述 或 许 会 有 些 帮 
助 。 考察 题目 中 已 经 给 出 的 这 个 例子 , 即 p = 5 的 情形 。 此 时 


能 得 到 想 要 的 


0 (mod p”)。 

















1 1 
F353+3+4=1+13+17+19 (mod 25)=0 (mod 25), 








陶 哲 轩 教 你 学 数学 50/171 





但 上 式 成 立 的 原因 是 什么 呢 ? 整数 1、13、17 和 19 看 起 来 是 
随机 的 , 但 将 它们 相 加 之 后 却 “ 神 奇 ”地 得 到 了 我 们 想 要 的 结 
果 。 这 或 许 只 是 一 种 巧合 喷 了 。 那 么 再 试 一 下 p = 7 时 的 情 
形 : 





EE i 25433437410441 { d 49) 
Pa Ee 
一 0 (mod 49)。 


“好 运 ” 再 次 降临 。 为 什么 会 出 现 这 样 的 结果 ? 我 们 并 不 清楚 
等 号 左 端的 每 一 项 在 横 p? 时 是 如 何 被 消 挥 的 。 但 是 牢记 目标 
(b), 或 许可 以 先 证 明 模 p 时 的 结论 , 也 就 是 证 明 


1 1 1 1 


即使 得 不 到 有 用 的 信息 ， 这 也 不 失 为 一 种 好 的 尝试 。( 此 外 ， 
如 果 解 决 不 了 模 p 的 情形 , 那么 也 不 可 能 求解 出 模 p? 时 的 问 
题 。) 


实际 上 , 证 明 等 式 (7) 会 更 容易 些 。 例如 , 当 p=5 时, 有 

















1 1 1 1 
torst7T=1131244 (mod 5) 
=0 (mod 5); 
而 当 p==7 时, 有 
1 1 1 1 1 1 
上 (mod 7) 





二 1 十 4 十 5 十 2 十 3 十 6 (mod 7) 
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二 1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6 (mod 7) 





= 0 (mod 7) Oo 


此 时 可 以 看 到 一 种 规律 : 倒数 1/1,1/2,:… ,1/(p 一 1) (mod p) 
貌似 恰好 分 别 覆盖 全 体 余 数 1,2,… , (p 一 1) (mod p)。 例 如 ， 
在 上 述 p = 7 的 等 式 中 , 数 1 十 4 十 5 十 2 十 3 十 6 能 够 重新 排 
列 成 1 十 2 二 3 十 4 十 5 十 6 的 形式 , 并 且 模 7 时 它 等 于 0。 再 来 
验证 一 个 更 大 模 数 的 例子 ， 当 模 数 取 11 时 可 以 得 到 


1 1 py 
1 2 11 


二 六 站 千里 于 了 于 9 二 2 寺 8 于 7 二 10 ‘(iiod 1 














二 1 二 2 十 3 十 半 十 5 十 6 二 7 填 8 十 9 二 10 (imod 11) 





= (0% 


这 个 技巧 说 明了 , 通过 把 倒数 重新 排列 成 这 种 有 序 的 形式 , 可 
以 巧妙 地 解决 (mod p) 的 问题 ， 但 它 并 不 能 轻易 地 推广 到 
(mod 22) 的 情形 。 与 其 费力 地 把 一 块 方 积木 塞 进 一 个 圆 形 洞 
里 (尽管 你 卯 是 了 劲 也 能 把 它 塞 进去 ), 倒 不 如 去 寻找 一 块 更 
圆 的 积木 。 因 此 ， 我 们 现在 要 做 的 就 是 寻找 另 一 种 证 明 事 实 
1/1 十 1/2 二 1/3 十 … 十 1/(p 一 1) =0 (mod p) 的 方法 , 而 这 种 
方法 至 少 应 该 可 以 部 分 地 推广 到 (mod 22) 的 情形 。 
现在 是 时 候 来 使 用 解决 这 类 问题 时 所 积累 的 经 验 了 。 璧 
如 , 在 求解 问题 2.6 的 过 程 中 , 我 们 得 知 对 称 性 或 者 反对 称 性 
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可 能 会 派 上 用 场 , 尤其 是 在 模 运 算 中 。 于 是 在 证 明 (7) 式 时 , 通 
过 把 p 一 1 替换 成 -1, 把 p 一 2 替换 成 -2,， 依 此 类 推 ， 可 以 
让 和 式 变 得 更 具 反 对 称 性 ， 从 而 得 到 














现在 ， 上 式 中 的 各 项 可 以 轻易 地 成 对 抵消 (因为 p 是 一 个 奇 
素数 ， 所 以 不 存在 无 法 配对 抵消 的 “中 间 项 ”)。 那 么 对 于 
(mod 22) 的 情形 , 能 否 采 用 同样 的 做 法 ? 

答案 是 “差不多 ”。 当 解决 (mod p) 的 问题 时 , 把 1/1 和 
1/(p 一 1) 配对 抵消 , 把 1/2 和 1/(p 一 2) 配对 抵消 ， 等 等 。 如 
果 (mod 22) 时 尝试 同样 的 配对 方法 , 那么 束 会 得 到 








| 
> 
一 | 记 
十 
SS 
- 
— 
NS 
十 
~ 
[NS 
十 
3 
| | 请 
[we 
SS 
十 








lxw—l) 2x(m=2 (2—1)/2%(6+1)/2 
| 1 
-|i 





BD | -6 
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这 个 式 子 乍 看 起 来 好 像 变 得 更 加 复杂 而 不 是 更 加 人 简单。 但 在 
等 号 的 右 端 , 我 们 得 到 了 一 个 非常 重要 的 因子 p。 于 是 , 现在 
不 用 去 证 明 

(表达 式 ) =0 (mod p”)， 


而 是 要 证 明 上 其 有 如 下 形式 的 表达 式 : 





(p x 表达 式 ) =0 (mod p*)。 
证 明 这 个 式 子 就 等 价 于 证 明 
(表达 式 ) = 0 (mod 7p)。 


换 句 话说 , 把 (mod 22) 的 问题 简化 成 一 个 (mod p) 的 问题 。 
这 样 束 完成 了 前 面 的 目标 (5): 把 原 问 题 们 化 成 一 个 模 较 小 的 
问题 , 虽然 这 会 增加 复杂 上 度 , 但 却 值 得 这 么 去 做 。 

我 们 将 很 快 发 现 ， 表 达 式 看 起 来 越 来 越 复 杂 只 不 过 是 一 
种 约 觉 ， 因 为 ”人 (mod p) 能 比 (mod 22) 消 挥 更 多 项 。 现 在 只 
要 证 明 


! 十 1 oo =0 (mod 7D) 
Ix(p-1) 2x(p-2) -TD/2x(pTD72 




















束 行 了 。 因 为 六 二 1 等 价 汗 = (modwj p= 等 价 于 =2 
(mod p), 依 此 类 推 , 所 以 上 式 可 以 简化 为 


i 1 
五“ -(P- Da 





0 (mod p) 
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或 等 价 于 
LE | 
yp (mod p)。 


除了 等 号 左 端 的 最 后 一 项 有 些 上 梁 ( 即 左 涡 级 数 终止 于 1/((p 一 
1)/2)2， 而 不 是 像 1/(p 一 1)? 那样 目 然 的 项 ) 以 外 ， 这 个 表达 
式 还 是 挺 好 的 。 然 而 , 根据 (-a)? = o2， 我 们 可 以 把 上 式 写 成 
下 面 这 样 “ 对 折 ” 的 形式 














因此 , 证 明 (1/122) 十 … 十 1/((p 一 1)/2)? 等 于 0 (mod p) 就 等 
价 于 证 明 (1/22) 十 … 十 1/(p 一 1)? 等 于 0 (mod p)。 因 为 后 者 
具有 更 好 的 对 称 形式 ， 所 以 处 理 起 来 也 就 更 容易 。( 对 称 性 最 
好 能 被 保留 下 来 , 直到 它 充 分 地 发 挥 了 作用 为 止 ; 而 反对 称 性 
则 最 好 能 尽快 消除 。) 


于 是 , 现在 只 需要 证 明 
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就 可 以 完成 对 整个 问题 的 证 明 。 与 涉及 分 子 和 p? 整除 性 的 原 
问题 相 比 ， 这 个 问题 解决 起 来 将 更 加 容易 。p? 整除 性 要 比 p 
整除 性 更 强 ， 从 而 也 更 难处 理 。 

现在 已 经 实现 了 所 有 的 战术 目的 ， 并 对 问题 进行 了 适当 
的 简化 。 接 下 来 需要 做 些 什么 呢 ? 这 个 问题 看 起 来 好 像 与 曾 考 
察 过 的 (7) 式 有 着 密切 的 联系 ,但 实际 上 我 们 并 不 是 在 原 地 绪 
图 。(8) 式 是 当前 的 目标 ， 它 组 含 痢 原 问 题 ， 而 对 (7) 式 的 证 
明 只 不 过 是 一 个 比 原 问题 更 简单 的 附带 问题 。 因 此 我 们 并 不 
古 在 原 地 绕 疾 , 而 是 问 着 解决 问题 的 方 回 副 旋 前 进 。 既然 已 经 
证 明了 (7) 式 , 那么 (8) 式 能 否 按 照 同 样 的 方法 来 证 明 呢 ? 

非常 幸运 的 是 有 两 种 证 明 (7) 式 的 方法 : 一 种 方法 是 把 倒 
数 进行 重新 排列 , 必 一 种 方法 则 是 各 项 成 对 抵消 。 不 过 有 些 遗 
憾 , 虽然 成 对 抵消 的 方法 在 证 明 (7) 式 时 有 效 , 但 对 证 明 (8) 
式 不 会 产生 任何 作用 ， 其 主要 原因 就 在 于 分 母 中 的 平方 数 会 
产生 对 称 性 , 而 不 是 反对 称 性 。 然而 , 倒数 重新 排列 的 方法 是 
有 望 证 明 (8) 式 的 。 再 次 把 p = 5 作为 例子 (从 而 可 以 利用 之 
前 所 做 的 茶 些 工 作 ): 


1 1 1 1 2 2 2 2 
人 F372 二 全 (mod 5 



































=12+2+32+ 人 2 (mod 5) 





一 (0U。 
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上 述 p =5 时 的 证 明 过 程 同样 适用 于 一 般 的 情形 。 从 上 面 
这 些 例子 中 可 以 看 出 , 全 体 剩余 类 1/1,1/2,1/3,… ,1/(p 一 1) 
(mod p) 看 起 来 好 像 只 不 过 是 数 1,2,3,… , (p 一 1) (mod p) 的 
一 个 重 排列 。 在 讨论 的 最 后 会 给 出 这 个 事实 的 证 明 。 因 此 , 我 
们 可 以 说 数 1/12,1/22,… ,1/(p 一 1)? 了 束 是 12,22,32,.…,(p 一 
1)? 的 一 个 重 排列 。 换 名 话说 ， 即 











1 | 1 | | 1 
12 22 32 (p— 1)? 
二 1 二 22 十 32 十 … 十 (p 一 1)* (mod p)。 





这 个 式 子 处 理 起 来 会 更 容易 些 , 因为 消 掉 了 原 式 中 的 倒数 , 在 
和 式 中 出 现 倒 数 是 一 件 让 人 非常 头痛 的 事 。 实际 上 , 利用 标准 


公式 





ed je 


(利用 归纳 法 能 够 容易 地 证 明 这 个 式 子 ) 可 以 消 掉 和 式 ， 从 而 
证 明 (8) 式 就 简化 为 证 明 
(V1)y(2we1) 
6 

而 且 可 以 很 容易 地 证 明 ， 当 p 是 一 个 大 于 3 的 素数 时 该 式 一 

定 成 立 (因为 此 时 (p 一 1)(2p 一 1)/6 是 一 个 整数 )。 
整个 过 程 就 是 这 样 。 我 们 让 关系 式 变 得 越 来 越 简单 , 直到 

它 无 法 继续 简化 为 止 。 尽管 这 个 过 程 有 点 宛 长 , 但 有 时 它 却 是 

求解 这 类 复杂 问题 的 唯一 方法 : 逐步 简化 法 。 








=0 (mod D)。 
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现在 来 证 明 倒 数 1/1,1/2,… ,1/(p 一 1) (mod p) 是 数 1 
2,… , (Pp 一 1) (mod p) 的 一 个 置换 : 这 等 价 于 证 明 每 个 非 零 的 
模 p 剩余 类 都 是 某 个 非 零 的 模 p 剩余 类 的 倒数 ， 并 且 该 剩余 
类 是 唯一 的 。 这 个 结论 是 很 显然 的 。 








习题 2.5 设 即 关 2 是 个 整数 . 证明 1/1 十 1/2 十 … 十 1/m 
不 是 整数 。[ 你 将 会 用 到 伯 特 兰 假设 ( 实际 上 是 个 定理 》 
意 给 定 一 个 正 整 数 n, 那么 在 n 和 2n 之 间 至 少 存 在 一 


> 


0 TT 
的 正 整数 . 证明 1* 十 2* 十 3 十 .… 十 (p 一 1)* 能 被 p 整除 .( 提 
示 : 由 于 天 可 能 是 偶数 ,所 以 消去 技巧 不 可 能 总 是 派 得 上 
用 场 。 但 重 排列 的 技巧 还 是 有 用 的 。 设 a 是 2Z/p2 的 一 个 
EO mod po 
接 下 来 用 两 种 不 同 的 方法 计算 表达 式 a 十 (2a)* 十 .… 十 
((p— Da)” (med p)s) 





ArAr 二 
捉 23 章 


代数 和 分 析 中 的 例子 
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我 们 无 法 逃避 这 样 一 种 感觉 .……: 这 些 数学 公式 
是 独立 存在 的 ， 它们 自身 拥有 智慧 .…… 它们 要 比 我 
们 甚至 那些 发 现 者 更 加 聪颖 .……: 我 们 从 中 获取 的 要 
远 多 于 最 初 为 得 到 它 而 付出 的 。 

海 因 里 希 ” 赫 座 ， 弗 里 曼 ” 戴 森 援引 





大 多 数 人 都 币 把 代数 和 数学 联系 在 一 起 。 从 茶 种 意义 上 
来 说 ,这 种 说 法 是 合理 的 。 数 学 所 研究 的 对 象 是 抽象 的 ， 比 如 
数值 的 、 光 辑 的 或 者 几何 的 对 象 ， 而 且 这 些 对 象 还 要 满足 一 
系列 精心 选择 的 公理 。 基 础 代数 的 研究 对 象 是 满足 上 述 数学 
定义 的 最 简单 且 有 意义 的 东西 。 在 基础 代数 中 只 有 10 多 个 假 
设 , 但 这 足以 让 整个 体系 具有 完美 的 对 称 性 。 接 下 来 给 出 的 这 
个 例子 是 我 最 钟爱 的 代数 恒等式 : 























1 二 2 十 3 十 十 0 二 (1 十 2 十 3 十 … 十 n)*。 











它 在 一 定 程度 上 说 明了 ， 前 儿 个 自然 数 的 立方 和 总 能 写成 一 
从 于 方 数 鸭 形 式 。 例如 ; 1 十 827 和 01 圭 105 二 026 =102 
尽管 代数 的 类 型 不 止 一 种 ， 但 代数 的 研究 对 象 总 是 那些 
带 有 加 、 减 、 乘 、 除 运算 的 数 。 例如, 和 矩阵 代数 同样 具有 上 述 
四 种 运算 , 但 它 研究 的 是 一 组 数 , 而 并 非 单独 一 个 数 。 其 他 类 
型 的 代数 则 使 用 了 各 种 运算 和 各 种 各 样 的 “ 数 ”, 但 令 人 惊喜 
的 是 , 它们 拥有 很 多 与 基础 代数 相同 的 性 质 。 壁 如 , 在 某 些 特 
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殊 条 件 下 , 方 阵 4 能 满足 代数 表达 式 


(T= dT 





代数 是 大 部 分 应 用 数学 的 基础 。 力 学 、 经济 学 、 化 学 、 电 子 学 
和 最 优化 理论 等 领域 的 问题 都 可 以 利用 代数 和 微 积分 来 解决 ， 
其 中 微 积分 是 代数 的 高 等 形式 。 代 数 确 实 非常 重要 , 而 它 的 大 
部 分 奥秘 都 已 经 被 揭 开 ， 因 此 可 以 放心 地 把 它 安 排 在 高 中 读 
程 里 。 但 我 们 仍然 会 偶尔 发 现 一 些 新 的 代数 小 奥秘 。 














3.1 函数 的 分 析 


分 析 学 也 是 一 门 经 过 深入 研究 的 学 科 ， 它 与 代数 具有 同 
样 的 普 志 性 。 从 本 质 上 来 说 , 分 析 学 研究 的 是 函数 及 其 性 质 。 
函数 的 性 质 越 复 杂 ， 那么 相应 的 分 析 理 论 也 束 越 “ 蜗 深 ”。 最 
低层 次 的 分 析 学 所 研究 的 对 象 是 那些 满足 东 种 简单 的 代数 性 
质 的 函数 。 例 如 ， 可 以 考察 满足 下 列 条 件 的 函数 f(x): 

f 是 连续 函数 ，f(0)=1, 对 所 有 的 实数 m 和 n 均 有 
fmt+tnt+1)= fm) + fn), 
并 推导 出 该 函数 所 满足 的 性 质 。 比 如 在 这 个 例子 中 , 恰好 能 够 
找到 一 个 函数 f(z) = 1 十 zx 满足 上 面 这 些 条 件 ; 我 们 把 它 留 
作 习 题 。 这 类 问题 是 培养 数学 思维 的 一 种 好 方法 , 因为 题目 中 
只 给 出 了 一 两 条 有 用 的 信息 ， 所 以 解 题 的 方向 应 该 是 非常 清 
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晰 的 。 这 可 以 看 作 一 种 “口袋 数学 ”: 在 求解 这 类 问题 时 ， 只 
会 用 到 少量 的 “公理 ”( 即 信息 )， 而 不 需要 去 考虑 几 十 个 公理 
和 不 计 其 数 的 定理 。 但是, 它 仍 然 会 之 来 惊喜 。 





习题 3.1 设 f(z) 是 一 个 从 实数 集 到 实数 集 上 的 函数 ， 
C0 EE 
实数 。( 提示 : 首先 证 明 当 z 为 整数 时 ,， 该 结论 成 立 ; 然后 
证 明 当 x 为 有 理 数 时 ， 该 结论 也 成 立 ; 最 后 证 明 当 7 为 


实数 时 ， 该 结论 是 成 立 的 。) 





问题 3.1〈 格 雷 策 ，1978, 第 19 页 ) (*) 设 了 是 一 个 把 
正 整 数 映 射 成 正 整 数 的 函数 ， 并 且 对 所 有 的 正 整 数 n 均 
有 fn 十 1) > f(f(n)). 证明 f(n) 一 n 对 所 有 的 正 整 数 n 
均 成 立 。 








题目 似乎 并 没有 给 出 足以 证 明 结 论 的 信息 。 毕 苋 , 用 一 个 
不 等 式 去 证 明 一 个 等 式 , 这 怎么 可 能 呢 ? 其 他 此 类 问题 (例如 
习题 3.1) 一 般 都 会 涉及 函数 的 方程 ， 并且 可 以 利用 各 种 类 似 
于 符 换 的 方法 , 把 原始 信息 转化 成 能 够 处 理 的 形式 , 从 而 使 问 
题 变 得 更 容易 解决 。 但 这 个 问题 看 起 来 好 像 完 全 不 同 。 

然而 , 通过 仔细 阅读 题 干 , 不 难 发 现 这 个 问题 中 函数 的 取 
值 是 整数 , 而 不 像 大 多 数 问题 那样 , 所 涉及 的 函数 通常 映射 到 
实数 域 上 。 根 据 这 个 特点 ， 我 们 立刻 想到 去 构造 一 个 “更 强 ” 
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的 不 等 式 : 

fn+1)>f(f(n))+1. (10) 
现在 就 来 看 一 下 这 个 不 等 式 可 以 推导 出 什么 。 对 这 些 表达 式 
进行 处 理 的 一 种 典型 方法 是 ， 用 一 些 恰当 的 值 来 替换 式 子 中 
的 要 量 。 于 是 ， 信念 斩 三 人 





1O) > AI)) TF1 


乍 看 起 来 , 这 并 没有 提供 太 多 有 关 f(2) 或 者 f(1) 的 信息 , 但 
不 等 号 右 端 的 +1 提醒 我 们 f(2) 的 取 值 不 会 太 小 。 事实 上 , 由 
于 了 是 映射 到 正 整 数 上 的 函数 ,了 (f(1)) 的 取 值 必定 至少 为 1， 
那么 f(2) 就 至 少 为 2。 又 因为 要 证 的 就 是 f(2) 等 于 2, 所 以 
选择 的 这 个 方向 或 许 就 是 对 的 。[ 尽 量 去 尝试 那些 能 让 你 与 日 
标 更 加 接近 的 策略 ， 直 到 所 有 可 能 的 直接 法 都 被 证 明 是 行 不 
通 的 为 止 。 此 时 , 你 才 应 该 去 考虑 间接 法 或 者 (偶尔) 尝试 回 
洲 法 。] 

那么 能 否 证 明 f(3) 至 少 为 3 呢 ? 再 次 尝试 利用 (10) 式 就 
可 以 得 到 /3) > f(f(2)) +1。 根据 同样 的 论述 方法 可 知 f(3) 
的 值 至 少 为 2。 能 不 能 进一步 得 到 更 强 的 结论 呢 ? 之 前 曾 说 
过 f(f(1)) 人 至少 为 1, 那么 或 许 f(f(2)) 就 至 少 为 2。( 事 实 上 ， 
因为 我 们 “上 暗中 ”知道 f(n) 最 终 应 等 于 mn, 所 以 也 就 知道 了 
f(f(2)) 等 于 2, 但 目前 还 无 法 使 用 这 个 事实 ,其 原因 在 于 不 
能 使 用 想 要 证 明 的 结论 。) 根据 这 个 思路 , 我 们 可 以 再 次 利用 
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(10) 陈 得 到 : 


T7277 -1)+1it1l> 5 





此 时 把 f(2) 一 1 代入 了 公式 中 的 n。 因 为 已 经 知道 了 f(2) 一 1 
的 值 至 少 为 1, 所 以 上 式 是 成 并 的 。 

这 样 看 起 来 ， 好像 可 以 推导 出 f(n) > n 了 。 因 为 我 们 是 
利用 “f(2) 至 少 为 2” 这 个 事实 来 证 明 “f(3) 至少 为 3” 的 , 所 
以 对 于 一 般 的 情况 就 应 该 使 用 归纳 法 来 证 明 。 

但 在 运用 归纳 法 时 还 需要 一 些小 技巧 。 考 察 接 下 来 的 情 
形 ， 即 证 明 f(4) > 4。 由 (10) 式 可 知 ，f(4) > f(f(3)) 十 1。 由 
于 已 经 知道 了 f(3) > 3, 于 是 为 了 能 够 得 到 f(f(3)) 二 1 > 4, 我 
们 希望 推导 出 f(f(3)) > 3。 为 此 , 需要 一 个 形 如 “如 果 n > 3， 
那么 f(n) > 3” 的 事实 。 解决 这 个 问题 最 简单 的 方法 就 是 : 把 
这 个 事实 包含 在 某 个 用 归纳 法 证 明 的 结论 当中 。 更 准确 地 说 ， 
我 们 将 要 证 明 : 

引 理 3.1 ”对 所 有 的 mn 均 有 f(m) zn. 
证 明 对 nn 使 用 归纳 法 。 
。 基础 情形 n = 1: 结论 显然 成 立 。 因为 f(m) 是 个 正 整 数 ， 

所 以 f(m) 的 值 至 少 为 1。 

。 归纳 情形 : 假设 引 理 对 n 成 立 ， 接 下 来 就 试 着 证 明 ， 对 

所 有 的 m > n+1 均 有 f(m) > n 二 1。 对 于 任意 一 个 

m 之 n 十 1， 由 (10) 式 可 得 f(m) > f(f(m 一 1)) 二 1。 因 为 








第 3 章 代数 和 分 析 中 的 例子 65/171 


(m 一 1) >m， 所 以 f(m 一 1) > n (利用 归纳 假设 可 得 )。 那 
么 可 以 进一步 得 到 : 由 于 jm=-1J) > n, 于 是 再 次 利用 归纳 
假设 可 得 /fm -TD) > n。 因此 f(m) zf(f(m-1))+1l1> 
n 十 1， 这 样 就 完成 了 归纳 证 明 。 口 
如 果 考 虑 引 理 3.1 的 一 种 特殊 情形 m = n， 那 么 我 们 就 
有 了 一 个 子 命题 : 
对 所 有 的 正 整数 n 均 有 f(n) > m。 (11) 
接 下 来 该 怎么 做 ? 与 所 有 关于 函数 方程 的 问题 一 样 , 只 要 有 了 
新 的 结果 , 就 应 该 对 这 个 结果 进行 一 番 研 究 , 并 试 着 把 它 与 以 
前 的 结论 结合 起 来 。 之 前 得 到 的 唯一 结论 是 (10) 式 ， 因 此 可 
以 把 新 表达 式 代 入 (10) 式 。 于 是 , 用 f(n) 来 代替 (11) 式 中 
的 n, 就 能 够 得 到 下 面 这 个 有 用 的 结果 : 








f(nt+1)> ff(n)+1> fn)+1, 
换 句 话说 ， 即 
f(n+1) > fn). 
这 是 一 个 非常 有 用 的 式 子 : 它 意味 着 f 是 一 个 单调 递增 消 
数 ! (但 由 (10) 式 并 不 能 明显 地 看 出 这 个 结论 , 不 是 吗 ? ) 于 
是 f(m) > f(m) 当 且 仅 当 mm > n。 这 表明 了 最 初 的 关系 式 


fn+1) > ffn)) 








可 以 被 改写 为 
有 十 1 > f(n)。 
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因此 , 利用 这 个 式 子 和 (11) 式 就 证 明了 问题 3.1 的 结论。 





一 个 定义 在 正 整 数 上 取 整 数值 的 函数 ,并且 它 还 满足 下 面 
这 些 性 质 : 
(a) j 帮 2) 三 2 
(b) 对 所 有 的 正 整 数 m 和 n 均 有 f(mn) = f(m) 
f (n); 
(c) 如 果 mm > n, 那么 f(m) > f(n)。 
求 f(1983) 的 值 ( 并 给 出 理由 ). 





现在 要 找 的 是 了 的 一 个 特定 值 。 最 好 的 办 法 就 是 试 厦 推 
出 f 的 所 有 取 值 ， 而 不 仅仅 是 f(1983) (1983 只 不 过 是 提出 
这 个 问题 的 年 份 而 已 )。 当 然 ， 这 里 假定 了 只 有 一 个 解 f。 然 
而 ， 该 问题 隐 含 者 这 样 一 个 事实 : f(1983) 只 有 唯一 一 个 可 能 
的 取 值 (否则 答案 就 不 止 一 个 ); 又 因为 1983 是 一 个 很 普通 的 
数字 ， 所 以 有 理由 推测 只 有 唯一 的 解 f。 

那么 f 具有 哪些 性 质 呢 ? 我 们 知道 f(2) = 2。 那 么 通 
过 反复 利用 性 质 (b) 可 以 推出 f(4) = f(2)f(2) = 4，f(8) 
f(4)f(2) = 8， 等 等 。 其 实 ， 通 过 简单 的 归纳 就 可 以 证 明 ， 对 
所 有 的 如 艾 有 fC) 三 六 于是， 当 交 等 于 2 的 方 里 时 ， 
有 f(x) = ze。 那么 ， 对 所 有 的 z，f(z) = z 或 许 也 是 成 立 
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的 。 把 f(z) = z 代 回 到 (a)、(b) 和 (c) 中 进行 验证 就 可 以 看 
出 , f(z) =z 是 满足 这 三 条 性 质 的 一 个 解 。 因 此， 如果 我 们 认 
为 只 有 一 个 解 f 的 话 , 那么 f(x) = z 就 是 这 个 唯一 解 。 于 是 
可 以 证 明 一 个 更 一 般 且 更 清晰 的 命题 : 


能 把 正 整 数 映射 成 整数 , 并 同时 酒 足 性 质 (a)、(b) 和 
(c) 的 函数 只 有 一 个 ， 那 束 是 恒 等 函 数 ( 即 ,对 所 有 的 n 


均 有 f(n) =n)。 





因此 我 们 要 证 明 的 就 是 : 如 果 f 满足 (a)、(b) 和 (ec), 那么 
D1570=90; 9) 三 5 宇和; 先 谍 丰 证 明了 (1 二 1s (对 
有 关 函 数 方程 的 问题 , 应 该 先 尝 试 一 些 取 值 较 小 的 例子 , 进而 
找到 一 些 解 题 的 “感觉 ”。) 那么 由 (c) 可 得 f(1) < f(2), 而 我 
们 又 知道 f(2) = 2, 所 以 f(1) 要 小 于 2。 但 根据 (b) 可 知 ( 令 


n= 二 1， m = 2) 





从 而 有 
2=2f(1)。 
这 就 意味 着 f(1) 一 定 等 于 1, 结论 得 证 。 
现在 已 经 有 了 f(1) = 1 和 f(2) = 2。 那 么 f(3) 等 于 几 ? 
性 质 (a) 提供 不 了 什么 帮助 ,而 性 质 (b) 只 能 说 明 f(3) 与 其 
他 一 些 像 f(6) 和 f(9) 这 样 的 数字 之 间 的 关系 , 但 同样 没有 太 
大 帮助 。 由 性 质 (c) 可 以 推出 
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(2 < 3) < (4 
但 又 因为 f(2) =2 且 f(4) =4, 于 是 
2 之 (< 


而 2 和 4 之 间 只 有 唯一 的 整数 3。 因此 f(3) 一 定 是 3。 

这 为 我 们 提供 了 一 条 线索 : f(3) 等 于 3 只 是 因为 f(3) 的 
取 值 是 整数 。( 看 看 这 与 前 面 问题 3.1 中 的 f(r+1) > f(f(n)) 
有 多 么 相似 ? ) 倘 知 去 掉 这 个 限制 的 话 ， 那 么 f(3) 束 有 可 能 
是 2.1 或 者 3.5, 还 可 能 是 其 他 某 个 值 。 现在 来 考虑 能 否 进 一 
步 地 利用 这 个 线索 。 

我 们 已 经 知道 f(4) = 4， 那 么 接 下 来 就 试 着 求 出 /5) 的 
值 。 按 照 求 f(3) 的 思路 来 处 理 f(5), 那么 利用 性 质 (c) 就 可 
以 得 到 








1 < < 176), 

其 中 f(4) = 4。 但 f(6) 又 是 多 少 呢 ? 不 要 担心 : 因为 6 等 于 2 
乘 以 3, 所 以 f(6) = f(2)f(3) = 2 x3= 6。 因 此 f(5) 在 4 和 
6 之 间 取 值 ， 从 而 它 一 定 等 于 5。 这 种 方法 看 起 来 好 像 很 有 效 ; 
当 n 在 1 和 6 之 间 取 值 时 , 我 们 已 经 求 出 了 所 有 的 f(n)。 

因为 新 结果 是 利用 已 有 的 旧 结 果 得 到 的 ， 所 以 我 们 强烈 
地 感觉 到 应 该 利用 归纳 法 来 证 明 一 般 的 情况 。 又 因为 要 使 用 
的 不 仅仅 是 前 一 个 旧 结果 , 而 是 之 前 若干 个 结果 , 所 以 可 能 会 
用 到 强 归 纳 法 。 
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引 理 3.2 ”对 所 有 的 nn 均 有 Fn) = m。 
证 明 使 用 强 归 纳 法 。 首先 来 验证 基础 情形 : f(1) = 1 是 否 成 
立 ? 答案 是 肯定 的 ， 已 经 证 明 过 这 一 结论 。 现 在 假设 m > 2， 
并 假设 对 于 所 有 小 于 m 的 n, 均 有 f(n) = n。 我 们 要 证 明 的 
是 f(m) = m。 通过 对 若干 例子 的 观察 , 我 们 很 快 发 现 要 把 问 
题 分 成 “mm 是 偶数 ”和 “和 mn 是 奇数 ”这 两 种 情形 来 讨论 。 

情形 1: m 是 偶数 。 此 时 m 可 以 写成 m = 2n 的 形式 , 其 
中 n 是 整数 。 由 于 ”小 于 m, 根据 强 归纳 假设 可 知 f(n) = m。 
因此 f(m) = f(2n) = f(2)f(n) = 2n = m, 这 就 是 我 们 想 要 的 
结论 。 

情形 2: m 是 奇数 。 此 时 m 可 以 写成 m = 2n 十 1 的 形 
却 。 由 性 质 (c) 可 得 f(2n) < flm) < f(2n 十 2)， 那 么 因为 
n 十 1 和 2n 都 比 mm 小 ， 所 以 根据 强 归纳 假设 有 f(2n) = 2n 
和 jn +DH =n 十 1。 又 由 性 质 (b) 可 以 推出 f(2n + 2) = 
f(2)f(n+1) =2(n 二 1) = 2n 十 2, 所 以 上 面 的 不 等 式 就 变 成 了 








2n < f(m) < 27 十 2， 





从 而 得 到 了 想 要 的 f(m) = 2n 二 1 = mm。 因此 , 不管 是 哪 一 种 
情形 ,归纳 假设 都 成 立 。 口 

于 是 , 我 们 利用 强 归纳 法 证 明了 f(n) 等 于 n。 由 此 可 知 ， 
问题 3.2 的 答案 一 定 是 f(1983) = 1983。 
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习题 3.2 ”把 问题 3.2 中 的 (a) 换 成 下 面 这 个 更 弱 的 条 件 : 
人 
证 明 问 题 3.2 仍然 可 以 求解 。 


习题 3.3(*) 令 问 题 3.2 中 f(n) 的 取 值 为 实数 ， 而 不 仅 
仅 是 整数 , 证 明 问 题 3.2 仍然 可 以 求解 。( 提示 : 首先 , 对 
于 不 同 的 整数 nn 和 mm 比较 f(27) 和 f(3m) 的 大 小 , 据 此 
来 证 明 f(3) = 3。) 一 个 额外 的 挑战 : 把 问题 3.2 中 的 (a) 
换 成 (a/)， 同 时 让 f(n) 的 取 值 为 实数 , 求解 问题 3.2。 


习题 3.4 (1986 年 国际 数学 奥林匹克 大 赛 , 第 5 题 ) (**) 
找 出 所 有 能 够 把 非 负 实数 映射 成 非 负 实数 , 同时 又 满足 下 
列 条 件 的 函数 f (如果 存 在 的 话 ): 

(a) 对 所 有 的 非 负 实数 z 和 y 均 有 f(zf(y))f(y) = 

1 

(b) f(2)=0; 

(c) 如 果 0<z<2, 那么 f(x) 冯 0。 
[提示 : 第 一 个 条 件 涉及 函数 值 的 乘积 ; 另外 两 个 条 件 涉 
及 函数 取 零 值 (或 非 零 值 )。 那 么 当 函 数值 的 乘积 等 于 0 
时 , 我 们 能 得 到 什么 结果 ? ] 
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3.2 ”多 项 式 


许多 代数 问题 部 会 涉及 一 元 多 项 式 或 者 多 元 多 项 式 ， 那 
么 现在 就 来 回顾 一 下 与 多 项 式 有 关 的 一 些 定义 和 结论 。 
我 们 把 一 元 多 项 式 记 作 函 数 f(z), 它 具 有 如 下 形式 : 














一 2 





T= me 

或 者 是 下 面 这 种 更 加 正式 的 形式 
一 ai’ 

这 里 的 aj(i = 1,2,.… ,n) 者 是 常数 (在 本 书 中 它们 总 是 被 假 
定 为 实数 ), 并 且 假 定 an 不 等 于 零 。 我们 把 nn 称 作 的 次 数 。 

多 元 多 项 式 ( 辟 如, 三 元 多 项 式 ) 并 不 像 一 元 多 项 式 那样 
具有 漂亮 的 形式 ,但 这 类 多 项 式 却 是 非常 有 用 的 。 如 果 jz， 
2) 的 形式 如 下 : 


.4 QT1 人 之 | Q0, 











a = Gr yz™ 
k,l,m 


那么 f(x,y,z) 就 是 一 个 三 元 多 项 式 。 上 式 中 的 apim 是 〈 实 
数 ) 第 数 ; 求 和 运算 是 对 所 有 满足 有 十 1 十 m < n 的 非 负 整数 
k、1 和 m 求 和 ,同时 还 假定 了 人 至少 存 在 一 个 非 零 的 kom 满 
尽 上 二 1 十 m = n。 这 里 的 n 同样 个 称 作 f 的 次 数 。 次 数 为 2 的 
多 项 式 被 称 作 二 次 多 项 式 ; 次 数 为 3 的 多 项 式 被 称 作 三 次 多 
项 式 ， 依 此 类 推 。 如 果 多 项 式 的 次 数 等 于 0， 那么 就 称 其 为 平 
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凡 或 常数 多 项 式 。 如 果 所 有 非 零 的 okzm 部 满足 n= k+l 十 m， 
那么 就 称 /是 齐 次 多 项 式 。 齐 次 多 项 式 f 具有 下 列 性 质 : 对 
于 所 有 的 zw1,… ,zm 和 t+， 都 有 

人 二 
例如 ，z27 十 好 二 zz 是 一 个 次 数 为 3 的 三 元 多 项 式 (三 个 变量 
分 别 是 z、y 和 z)。 因 为 zz 这 一 项 的 次 数 为 2?， 所 以 它 不 是 
齐 次 多 项 式 。 

如 条 mm 元 多 项 式 了 满足 : 对 所 有 的 x1,… ,zm 均 有 
jz ,Tm) 二 DZ ,Xm)q(z1,… ,ZXm)， 那 么 称 f 可 以 
被 因 陈 分 解 成 两 个 多 项 式 p 和 4 的 乘积 , 并 且 p 和 4 被 称 为 
f 的 因 式 。 很 容易 证 明 , 一 个 多 项 式 的 次 数 等 于 其 因 式 的 次 数 
之 和 。 如 采 一 个 多 项 式 无 法 被 因 式 分 解 成 两 个 非 平 凡 因 式 的 
乘积 , 那么 就 称 这 个 多 项 式 是 不 可 约 的 。 

如 果 (z1,… ,zm) 的 一 组 值 能 够 使 得 f(x1,:… ,zm) = 0 
成 立 ， 那 么 (x1,… ,zxm) 的 这 组 值 就 被 称 作 多 项 式 f(x1,:…， 
zm) 的 根 。 一 元 多 项 式 的 根 的 个 数 可 以 与 它 的 次 数 相等 ; 实 
际 上 , 如 有 果 把 重 根 和 复数 根 都 计算 在 内 , 那么 一 元 多 项 式 的 根 
的 个 数 将 始终 恰好 等 于 它 的 次 数 。 例如， 二 次 多 项 式 f(x) = 
ax? 十 bz 十 c 的 根 可 以 由 著名 的 二 次 求 根 公式 给 出 : 

B+ VP -dac 


2a 
对 于 三 次 和 四 次 多 项 式 , 它们 各 目 也 有 相应 的 求 根 公式 , 但 都 
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更 加 索 琐 且 在 实际 中 没有 多 大 用 处 。 五 次 和 更 高 次 数 的 多 项 
式 根 本 就 不 存在 初等 的 求 根 公式 ! 此 外 , 对 于 那些 含有 两 个 或 
更 多 个 变量 的 多 项 式 , 根 的 情况 将 变 得 更 加 复杂 。 这 些 多 项 式 
通常 会 有 无 穷 个 根 。 

就 一 个 多 项 式 而 言 ， 其 因 式 的 所 有 根 是 该 多 项 式 所 有 根 
的 一 个 子 集 。 这 个 结果 对 于 判定 一 个 多 项 式 能 否 整 除 为 一 个 
多 项 式 非常 有 用 。 特 别 地 ， 因 为 a 是 x 一 a 的 一 个 根 ， 所 以 
x 一 a 能 整除 f(x) 的 充分 必要 条 件 束 是 f(a) = 0。 此 外 ,对 
于 任意 的 一 元 多 项 式 f(x) 和 任 总 一 个 实数 t,x 一 t 总 能 整除 
f(x) — f(b) 

现在 来 处 理 一 些 与 多 项 式 有 关 的 问题 。 




















问题 3.3 (澳大利亚 数学 苋 赛 , 1987, 第 13 页 ) 设 a、b 
和 c 都 是 实数 ， 它 们 满足 
且 上 式 中 所 有 的 分 母 都 不 为 零 .证明 : 

1 1 1 

a BB (atbto)s. 


(13) 








这 个 问题 乍 看 起 来 比较 简单 。 由 于 题目 中 上 只 给 出 了 一 条 
信息 ， 我 们 应 该 可 以 通过 一 步 步 的 馆 辑 推理 来 直接 证 明 想 要 
的 结论 。 为 了 能 够 由 (12) 式 推 导出 (13) 式 , 首先 想到 的 可 能 
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就 是 把 (12) 式 的 两 端 同 时 升 到 5 次 时 ,这 样 就 可 以 得 到 一 个 
与 想 要 证 明 的 结论 更 加 接近 的 结果 ， 但 这 同时 会 使 等 号 左 端 
变 得 相当 复杂 。 此外, 好 像 并 不 能 明显 地 看 出 有 其 他 什么 好 的 
处 理 方 法 。 直 接 推 导 的 方法 也 上 只 能 到 此 为 止 了 。 

再 看 一 下 题目 给 出 的 信息 , 我 们 发 现 (12) 式 是 有 疑点 的 ， 
它 与 高 中 生 不 常 使 用 的 一 类 关系 式 非常 相似 ， 因 为 这 类 关系 
式 容易 被 误 用 , 所 以 高 中 生 常 被 告诫 不 要 轻易 使 用 它们 。 这 为 
我 们 提供 了 第 一 条 真正 的 线索 : (12) 式 应 当 对 a、b 和 c 有 进 
一 步 的 限制 。 因此 , 或 许 有 必要 重新 解读 (12) 式 。 

从 公分 母 入 手 好 像 是 个 不 错 的 方法 。 把 (12) 式 左 端 的 三 
个 倒数 通 分 后 相 加 可 得 


Q0 十 DC 十 cQ 1 


abc a++b+i+e 
然后 交叉 相 乘 就 得 到 


























ab 十 a20 十 ae 二 ac + bct be’ + 3abc= abc。 (14) 





此 时 或 许 会 想到 各 种 能 用 在 这 里 的 不 等 式 : 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 
式 ， 算术 平均 数 -几何 平均 数 不 等 式 ， 等 等 (哈代 ，1975， 第 
33-34 页 )。 如 果 a、b 和 ce 被 限制 为 上 只 取 正 数 , 那么 这 或 许 对 
解 题 是 有 帮助 的 , 但 是 题目 并 没有 给 出 这 个 限制 。 实际 上 , 这 
种 限制 是 不 可 能 存在 的 ， 因为 如 果 a、b 和 e 都 是 正 的 ， 那么 
1/(a 十 b 十 c) 要 小 于 (12) 式 左 端 三 个 倒数 中 的 任何 一 个 。 
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由 于 (14) 式 等 价 于 (12) 式 , 并且 从 代数 意义 上 来 说 (14) 
式 也 更 加 简单 〈(14) 式 中 不 包含 倒数 ), 可 以 试 着 从 (13) 式 中 
推导 出 (14) 式 。 同 样 地 ， 直 接 法 在 这 里 也 是 行 不 通 的 。 想 要 
从 另外 一 些 表 达 式 中 推导 出 某 个 表达 式 ， 通常 采用 的 其 他 方 
法 只 有 一 种 ， 那 就 是 证 明 一 个 中 间 结 果 或 者 进行 一 些 有 用 的 
变量 替换 。( 还 存在 其 他 一 些 另 类 的 方法 , 比如 把 (12) 式 看 作 
函数 (1/o)+(1/ 纪 +(1/o--(La+p+oc) 的 一 条 等 值 线 , 然后 
利用 微 积 分 找 出 这 条 等 值 线 的 形状 和 性 质 ， 但 最 好 还 是 先 党 
试 一 些 简单 的 做 法 。) 

变量 蔡 换 的 方法 看 起 来 并 不 是 一 个 正确 的 选择 : 因为 (12) 
式 和 (14) 式 已 经 足够 简洁 ,变量 蔡 换 很 难 使 它们 变 得 更 加 简 
洁 。 于 是 , 我 们 试图 猜想 并 证 明 一 个 中 间 结 果 。 这 个 中 间 结 果 
最 好 有 具有 参数 形式 ， 因 为 这 样 就 可 以 直接 把 参数 代入 想 要 证 
明 的 结论 当中 。 进 行 参数 化 的 方法 之 一 是 求解 出 其 中 一 个 变 
量 , 璧 如 a。 从 (14) 式 中 求 出 a 并 不 是 件 容易 的 事 (除非 你 愿 
意 使 用 二 次 求 根 公式 ), 但 是 由 (12) 式 的 确 能 求 出 a。 在 依 此 
求解 出 a、b 和 e 并 推导 出 一 个 中 间 结 果 之 后 , 我 们 就 可 以 证 
明之 前 的 问题 。( 这 个 中 间 结 果 恰 好 等 价 于 下 文 将 要 给 出 的 一 
个 结果 。 它 就 应 该 是 这 样 ,不 是 吗 ? ) 但 是 我 会 尝试 一 些 其 他 
的 求解 方法 。 

如 果 不 进 行 参 数 化 , 那么 (14) 式 能 够 被 方便 地 改写 成 一 
种 更 好 的 形式 。(14) 式 的 解 本 质 上 就 是 多 项 式 a2b++b2a 十 ?cd 
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c20 十 c2a 十 a2c 十 2abc 的 根 。 处 理 多 项 式 根 的 最 好 方法 就 是 对 
该 多 项 式 进行 因 式 分 解 ( 反 之 亦 然 )。 那么 它 的 因 式 都 是 什么 
呢 ? 因为 我 们 知道 (14) 式 一 定 能 够 以 某 种 方式 推导 出 (13) 
式 ， 所 以 确信 一 定 存 在 (14) 式 的 某 种 有 效 形式 可 以 导出 (13) 
式 ; 而 多 项 式 唯 一 一 种 便于 操作 的 形式 就 是 把 它 分 解 成 若干 
因 式 相 乘 的 形式 。 想 要 找 出 这 些 因 式 ， 需 要 不 断 尝 试 。 因 为 
多 项 式 是 齐 次 的 ， 所 以 它 的 因 式 也 应 当 是 齐 次 的 ; 因为 多 项 
式 是 对 称 的 ， 所 以 它 的 因 式 也 应 当 彼 此 对 称 ; 因为 多 项 式 是 
三 次 的 ， 所 以 它 应 该 存在 一 个 线性 因 式 。 现 在 就 来 尝试 形 如 
a++b, a 一 b, aa+b+c 和 aw+p=-ec 等 因 式 。( 有 可 能 存在 类 
似 于 a 十 25 这 样 的 因 式 ,但 由 于 和 它 并 不 二 分 “优美 ”>， 所 以 留 
到 后 面 再 尝试 。) 〈 根 据 因 式 定理 ) 很 快 发 现 a 十 b 以 及 类 似 的 
b 十 c 和 c+a 都 是 这 个 三 次 多 项 式 的 因 式 。 由 此 可 以 容易 地 证 
明 (14) 式 可 以 被 因 式 分 解 成 (a 十 b)(5 十 co)(c+a)。 这 就 意味 着 
(12) 式 成 立 当 且 仅 当 a+bp=0 或 者 n+c=0 或 者 c+a=0。 
把 每 种 可 能 情况 的 解 代 入 (13) 式 就 得 到 了 想 要 的 结果 。 





























习题 3.5 ” 因 式 分 解 o3 十 妇 十 c3 一 3abc。 





习题 3.6 ” 找 出 同时 满足 w 十 +c+d=0 和 ao3 十 好 十 
G3 十 qd3 二 24 的 所 有 整数 abc,d。( 提 示 : 不 难 猜 想 出 这 
些 方程 的 某 些 解 ， 但 为 了 证 明 可 以 找到 所 有 解 ， 你 需要 把 
第 一 个 方程 代入 第 二 个 方程 ， 然 后 再 进行 因 式 分 解 。) 
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多 项 式 的 “可 因 式 分 解 性 ”和 “不 可 因 式 分 解 性 ”十 数 竺 
中 一 个 充满 魅力 的 课题 。 下 面 这 个 问题 很 有 局 发 性 , 因为 对 它 
的 求解 几乎 用 到 了 本 书 所 涉及 的 全 部 技巧 。 





问题 3.4(**) 证 明 : 对 于 任意 一 个 多 项 式 f(z)， 如 果 它 
具有 形式 了 (x) 二 (2 一 0 一 di (WB 一 Gn 十 二 其 
中 a0,a1,… ,an 都 是 整数 ， 那 么 它 就 不 可 能 被 因 式 分 解 
成 两 个 非 平 凡 的 整 系数 多 项 式 。 











这 是 个 非常 一 般 性 的 问题 。 例如 , 它 表 明了 多 项 式 
(B= 1 oo 1 


不 可 能 被 因 式 分 解 成 其 他 整 系数 多 项 式 的 乘积 。 那 么 应 该 如 
何 去 证 明 这 个 命题 呢 ? 

假设 f(x) 可 以 被 因 式 分 解 成 p(x) 和 g(x) 这 两 个 非 平 几 
的 整 系数 多 项 式 , 那么 对 所 有 的 z 均 有 f(z) = p(z)d(z)。 这 是 
一 条 非常 重要 的 信息 。 但 要 记 住 , 上 还 具有 这 样 一 种 特殊 性 质 : 
它 等 于 某 个 平方 式 加 1。 那么 该 如 何 利 用 这 一 特殊 性 质 呢 ? 可 
以 说 f(z) 总 是 正 的 〈 或 者 进一步 次 f(x) > 1), 但 这 只 能 说 明 
p(X) 和 q(x) 的 符号 相同 ， 除 此 之 外 并 没有 提供 任何 其 他 有 关 
p(x) 和 g(x) 的 信息 。 然 而 还 有 为 外 一 条 信息 : f 并 非 普 通 的 
平方 式 加 1， 其 平方 式 等 于 者 干线 性 因 式 乘积 的 平方 。 那 么 能 
人 否 有 效 地 利用 这 些 x 一 a; 的 平方 呢 ? 
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利用 因 式 的 最 好 方式 是 使 它 等 于 0, 因为 这 样 就 可 以 让 整 
个 表达 式 等 于 0《〈 实 际 上 ,有 时 为 了 消去 茶 个 因 式 ， 我 们 并 不 
希望 看 到 该 因 式 等 于 0)。 当 z 等 于 w 时 , x 一 a; 就 等 于 0。 
于 是 , 我 们 想到 用 a; 来 代替 z， 从 而 得 到 


有 


回 过 头 来 看 p(x) 和 q(x), 那么 这 个 结果 就 意味 兰 





p(ai)q(ai) = 1。 


这 又 表明 了 什么 呢 ? 如 果 我 们 不 记得 p(z) 和 g(x) 都 是 整 系数 
多 项 式 ， 并 且 忘 记 了 a; 也 是 个 整数 , 那么 上 式 就 没什么 意义 
了 。 这 个 式 子 的 关键 就 在 于 p(a;) 和 gq(ai) 都 是 整数 ， 从 而 得 
到 两 个 乘积 为 1 的 整数 。 这 只 可 能 发 生 在 两 个 整数 同时 取 1 
或 -1 的 情况 下 。 简 言 之 , 对 所 有 的 i= 0,1,… ,n 均 有 





D(a) = 9(0) 三 二 1 


应 谨慎 地 看 待 这 里 的 土 写 。 此 时 , 我 们 仅仅 知道 p(a;) 和 gq(ai) 
是 相等 的 , 而 它们 的 符号 可 能 同时 为 正 也 可 能 同时 为 负 。 
我 们 几乎 已 经 确定 了 p(a0),…,p(an) 以 及 g(a0),…， 
q(an) 的 取 值 ， 因 此 多 项 式 p(z) 和 g(x) 痢 被 n 个 点 固定 了 。 
但 多 项 式 的 自由 度 与 它 的 次 数 相等 。 既然 pg = f， 那么 p 的 
次 数 加 上 9 的 次 数 就 等 于 f 的 次 数 2n。 这 表明 了 其 中 一 个 多 
项 式 ( 记 作 p) 的 次 数 不 会 超过 mn。 总 之 , 我 们 得 到 了 一 个 次 
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数 不 超 过 n, 同时 又 被 n 个 给 定 的 点 限制 的 多 项 式 。 有望 利 用 
这 个 事实 来 导出 矛盾 , 这 就 是 我 们 想 要 的 结果 。 

我 们 对 一 个 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 了 解 多 少 呢 ? 它 最 多 
及 n 个 根 。 对 于 p 的 根 , 我 们 又 了 解 些 什么 ?p 是 广 的 一 个 因 
式 , 因此 p 的 根 也 是 f 的 根 。 那么 了 的 根 又 是 什么 ? 它 没有 
根 (至 少 没有 实数 根 )! 由 于 f 总 是 正 的 (实际 上 , 它 总 是 至 
少 为 1), 它 是 无 根 的 。 这 反 过 来 表明 了 p 不 可 能 有 根 。 那么 ， 
一 个 多 项 式 没有 根 意味 着 什么 ? 这 意味 着 该 多 项 式 的 图 像 不 
可 能 经 过 零点 ,也 就 是 说 , 它 的 符号 不 会 改变 。 换 言 之, p 总 
是 为 正 或 者 总 是 为 负 。 这 样 就 需要 考虑 两 种 可 能 的 情形 ; 但 
如 果 能 够 观察 到 其 中 一 种 情形 蕴含 另 一 种 情形 ， 那 么 就 可 以 
省 些 力气 。 事 实 上 ,如 果 存 在 因 式 分 解 f(z) = p(z)q(z), 那么 
就 自然 存在 另 一 种 因 式 分 解 f(z) = (p(x))(q(z))。 因此, 如 
果 p 始终 为 负 ， 那 么 总 是 可 以 由 这 个 因 式 分 解 得 到 另 一 种 新 
的 分 解 方法 ， 从 而 使 p 始终 为 正 。 

因此 , 可 以 不 失 一 般 性 地 假定 p 始终 为 正 。 因为 已 经 知道 
了 p(ai) 等 于 1 或 -1， 并 且 还 知道 它 始终 是 正 的 ， 所 以 对 于 
所 有 的 i plai) 一 定 等 于 1。 此 外 , 由 于 g(ai) 必定 等 于 p(ai)， 
对 于 所 有 的 i，g(a;) 也 等 于 1。 那么 接 下 来 该 怎么 做 ? 

p(z) 和 gq(z) 都 至 少 有 n 次 取 值 为 1。 那么 从 根 的 角度 来 
看 , 这 个 结论 可 以 表述 成 下 列 内 容 : p(z) -1 和 g(z) -1 都 至 
少 有 nn 个 根 , 但 因为 p(z) 自身 的 次 数 不 超 过 n, 所 以 p(z) 一 1 
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的 次 数 最 多 为 n。 这 就 意味 大 仪 当 p(z) 一 1 的 次 数 恰好 为 n 
时 , p(xz) 一 1 才 有 nn 个 根 。 这 反 过 来 表明 了 p(x) 的 次 数 也 等 
于 n， 从 而 q(x) 也 是 n 次 的 。 

总 结 一 下 目前 为 止 已 经 掌握 的 信息 : 假设 f(x) = p(x) 
d(z)。p 和 gq 都 是 取 值 为 正 的 整 系数 ”次 多 项 式 ， 并 且 对 于 所 
有 的 i 均 有 p(ai) = g(ai)=1, 即 p(a;) 一 1= g(ai;) 一 1 二 0。 现 
在 已 知 每 个 a; 都 是 p(x) 一 1 的 根 ,。 因为 p(x) 一 1 最 多 只 能 有 nn 
个 根 , 所 以 全 体 a; 就 是 p(z) 一 1 的 所 有 根 。 这 意味 着 p(x) 一 1 
共有 如 下 形式 ; 














p(X) 一 = 一 7T(Z 一 0 一 02) (7 一 0nh) 
并 日 g(x) -1 工 也 具有 类 似 的 形式 : 
gz) 一 1 一 sZ 一 QZ 一 02) (2 — an), 
其 中 > 和 s 都 是 常数 。 为 了 掌握 更 多 有 关 r+ 和 s 的 信息 , 请 
记 住 p 和 g 都 是 整 系数 多 项 式 。p(z) 一 1 的 首 项 系数 是 7, 并 
且 q(x) 一 1 的 首 项 系数 是 s。 这 意味 着 r 和 s 一 定 都 是 整数 。 
现在 把 p(z) 和 gq(z) 的 上 述 表达 式 代入 原来 的 f(x) = 
p(z)q(z) 中 就 得 到 
(0 (= 
一 (7r(Z 一 ai)(Z 一 az) (0 一 an) 十 1 


x (s(Z 一 ai)j(Z 一 az)…(Z 一 an) 十 1。 
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这 个 式 子 让 两 个 明确 给 出 的 多 项 式 形成 对 比 。 接 下 来 最 应 该 
做 的 事 丈 是 比较 系数 。 

通过 比较 z” 的 系数 可 以 得 到 1 = rs， 又 因为 > 和 s 都 是 
整数 ,所 以 有 rr = 5=1 或 者 r=5= 一 1。 先 假设 +=s=1， 
那么 上 面 的 多 项 式 等 式 就 变 成 了 








(人 
=((T— ot 0 (p= Gn) Tl) 


x((Z 一 aij(zZ 一 ao)…(Z 一 an) 十 ])。 
通过 展开 和 消去 处 理 ， 上 式 就 变 成 了 


2(T— al)(z—a2):… (7—an)=0, 





但 这 个 结果 是 很 充 诸 的 (因为 该 式 必须 对 所 有 的 xz 成 并 )。 对 
于 7=s = 一 1 的 情形 , 可 以 得 到 类 似 的 结果 。 这 样 就 完成 了 


整个 证 明 。 


a 
an) 十 1 (其 中 ai 都 是 整数 ) 不 能 被 因 式 分 解 成 两 个 次 数 
较 小 的 整 系数 多 项 式 .( 提示: 假设 f(x) 可 以 分 解 成 两 个 
多 项 式 p(z) 和 g(x), 考察 p(7z) 一 g(x)。 注意 , 这 种 特殊 的 
策略 也 可 以 应 用 于 问题 3.4, 但 效果 并 不 是 那么 理想 。) 
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习 品 3.8” 设 f(x) 太一 个 整 系数 多 项 式 ， 并 且 设 @@ 和 b 
都 是 整数 , 证明: 仅 当 a 和 bb 是 两 个 相 邻 的 整数 时 , f(a) 一 
Po (RT 


ArAr = 
吊 和 4 草 


欧 几 里 得 几何 
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当 爱 斯 奇 里 斯 被 人 们 遗忘 时 ,， 阿 基 米 德 却 依然 被 
铭记 , 这 是 因为 语言 可 以 消亡 , 但 数学 思想 却 能 永 葆 
青春 。 

一 一 外 弗 雷 ” 哈 罗 德 ”哈代 ,， 
《一 个 数学 家 的 辩 白 》 


吹 儿 里 得 几何 学 可 以 看 作 第 一 个 具有 现代 风格 的 数学 分 
支 ( 它 用 到 了 假设 、 定义、 定理 等 )。 即便 到 了 现在 , 几何 学 也 
依然 保持 着 较 强 的 逻辑 性 和 较 严密 的 结构 ， 其 中 一 些 基本 结 
果 可 以 用 来 系统 地 处 理 并 解决 有 关 几 何 对 象 和 几何 思想 的 问 
题 。 这 种 思想 在 与 解析 几何 相 结 合 时 被 发 挥 到 极致 。 解析 几何 
把 点 、 线 、 三 角形 和 圆 放 到 二 维 平面 坐标 系 中 , 进而 就 把 几何 
问题 很 自然 地 转化 成 了 代数 问题 。 然而 , 几何 学 真正 的 魅力 却 
在 于 : 通过 反复 使 用 一 些 显 然 的 事实 , 可 以 严谨 地 证 明 那 些 看 
起 来 并 不 是 显然 成 立 的 结果 。 下 面 就 以 “泰勒 斯 定理 ”( 欧 几 
里 得 II，31) 为 例 来 说 明 这 一 点 。 
定理 4.1〈 泰 勤 斯 定理 ) ”在 一 个 圆 中 ,直径 所 对 应 的 圆周 角 
是 直角 。 换 句 话说 , 在 下 图 中 ,， 有 人 APB = 90"。 

证 明 如 果 连 接点 O 和 点 已 , 那么 线段 OP 就 把 A4BP 分 
成 了 两 个 等 腰 三 角形 〈 因 为 IOPI=104| 且 IOPI=10B|; 在 
这 里 , 用 |4B| 来 表示 线段 4B 的 长 度 )。 于是, 根据 “等 腰 三 
角形 的 两 个 底 角 相等 ”以 及 “三 角形 的 内 角 和 等 于 180°” 这 些 
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事实 , 得 到 
LAPB = ZAPO + LOPB = LPAO + LPBO 
= LZPAB+ LZPBA 
=180° — Z4PB。 


因此 ZAPB 一 定 是 个 直角 。 口 


A B 





在 儿 何 学 中 , 经 种 会 有 这 样 的 情况 出 现 : 你 可 以 通过 画图 
以 及 测量 角度 和 长 度 来 验证 茶 些 结论 ， 但 这 些 结论 乍 看 起 来 
并 不 是 显然 成 并 的 。 壁 如 下 面 这 个 定理 : 把 一 个 四 边 形 的 四 条 
边 的 中 点 连接 起 来 , 得 到 的 图 形 总 是 一 个 平行 四 边 形 。 这 些 事 
实 本 喘 束 具 有 茶 种 特定 属性 。 








问题 4.1 (澳大利亚 数学 竞赛 ，1987， 第 12 页 ) 设 
八 ABC 是 圆 的 内 接 三 角形 ， 它 的 三 个 内 角 XA、LB 和 
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LO 的 角 平 分 线 分 别 与 贺 相 交 于 点 DD、 点 万 和 点 矿 . 证 
明 : AD 重 直 于 EEF. 











我 们 要 做 的 第 一 件 事 当 然 是 画 张 示意 图 ， 并 把 已 知 信 息 
在 图 中 标示 出 来 。 


B 


我 已 经 在 图 中 标示 出 了 三 角形 的 内 心 T( 即 三 条 角 平 分 线 
的 交点， 它 是 很 重要 的 ) 以 及 线段 AD 和 EF 的 交点 M (也 
就 是 将 要 证 明 是 直角 的 地 方 )。 于 是 , 我 们 就 可 以 把 想 要 证 明 
的 目标 用 一 个 等 式 来 叙述 : ZAMF = 90°。 

这 个 问题 看 起 来 是 能 够 求解 的 : 示意 图 很 容易 画 , 从 图 中 
可 以 很 明显 地 看 出 要 证 明 的 结论 。 对 于 这 样 的 问题 , 直接 法 或 
许 是 个 不 错 的 选择 。 

我 们 需要 计算 出 点 M 处 的 角度 。 乍 看 起 来 , 点 M 并 没有 
什么 特别 , 但 在 补充 了 东 些 信息 之 后 , 我 们 就 获得 了 有 关 其 他 
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角度 的 大 量 信息 ,这 主要 归功 于 各 个 角 平 分 线 、 三 角形 和 圆 。 
只 要 能 求 出 足够 多 的 角度 ,那么 LAMEF 或 许 就 能 被 算出 来 。 
毕竟 有 很 多 定理 可 以 利用 : 三 角形 的 内 角 之 和 等 于 180°; 同 
一 条 弧 上 的 弦 所 对 应 的 不 同 圆周 角 总 是 相等 的 ， 三 角形 的 三 
条 内 角 平 分 线 共 点 。 
我 们 需要 从 某 些 角 入 手 。 由 于 “主要 ”的 三 角形 是 A4PBCO， 
而 且 所 有 关于 角 平 分 线 、 圆 以 及 其 他 许多 信息 都 是 围绕 和 4BC 
展开 的 , 所 以 从 角 a = LBAC, 6= LABC 和 Y= LBCA( 习 
惯 上 用 和 希腊 字母 来 标记 角 ) 入 手 或 许 是 最 好 的 选择 。 显 然 , 已 
有 a 十 8 十 == 180°?。 我们 还 能 获得 更 多 有 关 其 他 角 的 信息 ， 
比如 ZCAD = a/2( 你 最 好 自己 动手 画 一 张 草 图 并 把 角度 标 
示 出 来 )。 于 是 就 可 以 利用 “三 角形 的 内 角 之 和 等 于 180°” 这 
事实 来 计算 其 中 的 某 些 内 角 。 例 如 , 如 果 了 是 人 ABC 的 内 
心 〈 即 线段 4D、BE 和 CF 的 交点 )， 那 么 通过 考察 人 AIC 
就 能 容易 地 算出 ZAIC = 180。 一 a/2 一 y/2。 事实 上 , 除了 位 
于 点 M 处 的 那些 角 之 外 ,几乎 可 以 算出 所 有 相关 的 角度 ; 而 
点 M 处 的 角 正 是 我 们 所 需要 的 。 因 此 ， 必 须 把 点 M 处 的 角 
用 那些 与 点 M 无 关 的 角 来 表示 ,而 做 到 这 一 点 是 很 容易 的 。 
璧 如, 可 以 把 期 望 等 于 90° 的 LIMF 写成 


























LIMF =180° — AMIF— /AIFM=180° 一 AL 人 41 下 一 LOCF。 





上 面 这 个 表达 式 其 实 是 一 种 进步 , 因为 C4TF 和 ZCF 巨 更 容 
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易 计算 。 实 际 上 , 有 
LAIF = 180° — ZAIC = a/2 1+/2, 
又 因为 “长 度 相 等 的 弦 所 对 应 的 圆周 角 也 是 相等 的 ”， 所 以 
LCFE = /CBE=- 6/2. 

这 样 束 得 到 了 想 要 的 

LIMF = 180° — a/2— 8/2— /2 = 180° — 180°/2 = 90°。 

对 于 某 些 几何 问题 ， 直 接 计 算 角度 是 一 种 很 好 的 求解 方 

法 。 通常 情况 下 , 计算 角度 要 比 计算 边 长 更 容易 些 (计算 边 长 
需要 处 理 各 种 繁 珊 的 正弦 、 余 弦 定 理 ), 而 且 和 角度 的 计算 法 则 
记忆 起 来 也 更 容易 。 对 于 那些 与 边 长 无 关 ， 但 与 三 角形 和 圆 
(尤其 是 等 腰 三 角形 〉 有 着 密切 关联 的 问题 ,这 种 方法 是 最 好 
的 选择 。 但 对 于 那些 比较 难 求 的 角 , 通常 需要 先 计算 出 很 多 其 
他 的 角 。 














问题 4.2 (泰勒 ，1989, 第 8 页 , 问题 1) 在 人 BAC 
中 ，ZLB 的 角 平 分 线 与 线段 4C 相交 于 点 D，LC 的 角 平 
分 线 与 线段 AB 相交 于 点 B; 并 且 这 两 条 角 平 分 线 相 交 于 
点 0。 假设 |OD| = |OER|, 证 明 : LBAC = 60"。 或 AB4C 
是 等 腰 三 角形 (或 两 者 同时 成 立 )。 











先 来 画 张 示意 图 。 由 于 OD 和 OE 的 长 度 相 等 , 所 以 在 作 
图 时 需要 一 些 技巧 。 但 可 以 在 这 里 使 用 一 些小 花招 , 让 A4BC 
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是 等 腰 三 角形 或 者 让 ZB4C = 60° (之 所 以 这 样 做 是 因为 我 
们 知道 这 是 一 定 成 立 的 )。 于 是 就 有 下 面 两 种 可 能 的 画 法 。 








C C 
D 
D 
NNNN LN 
和 FE 全 E 


已 知 的 条 件 只 有 |0D| = |OB|, 而 想 要 证 明 的 是 一 个 看 起 
来 有 些 奇 怪 的 结论 : 该 三 角形 的 两 条 性 质 之 一 成 立 。 但 因为 这 
两 条 性 质 都 与 角 有 关 (等 腰 三 角形 的 两 个 底 角 相等 , 而 角 平 分 
线 显然 与 角 有 关 ), 所 以 可 以 把 本 题 看 作 一 个 与 角度 有 关 的 问 
题 (至 少 在 刚 开 始 的 时 候 可 以 这 样 认为 )。 

一 旦 决定 把 角 作 为 解决 问题 的 突破 口 ， 就 要 把 已 知 条 件 
IODI = |OB| 用 角 来 表述 。 最 直接 的 表达 束 是 : 因为 ODE 
是 等 腰 三 角形 ， 所 以 ZODE = LOED。 这 让 我 们 看 到 了 解 
题 的 希望 , 但 是 把 ZOD 以 及 LOED 与 其 他 和 角 联 系 起 来 是 
比较 困难 的 。 特 别 是 ， 我 们 要 证 明 的 就 是 ZBAC = 60° 或 
LABC = LACB, 因此 希望 这 两 个 角 能 够 用 a = LBAC, 6 = 
ZABC 和 7 = LACB 来 表示 ( 男 外 ， 人 ABC 是 “主要 ”的 
三 角形 , 所 有 其 他 的 信息 都 是 由 这 个 三 角形 得 来 的 。 它 是 一 个 
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逻辑 上 的 参考 系 , 所 有 量 都 应 当 用 这 个 “主要 ”的 三 角形 来 表 
示 )。 不 过 仍 存在 其 他 可 以 把 边 长 转化 为 角度 的 方法 。 

来 看 一 看 OD 和 OE。 我 们 希望 能 把 这 两 条 边 与 角 a、B 
和 7 联系 起 来 。 联 系 边 长 和 角度 的 方法 有 若干 种 ， 比 如 利用 
基础 三 角 学 、 相 似 三 角形 、 等 腰 和 等 边 三 角形 ， 以 及 正弦 和 余 
弦 法 则 , 等 等 。 基 础 三 角 学 需要 用 到 直角 和 圆 ， 但 我 们 并 没有 
太 多 这 方面 的 信息 。 我 们 所 拥有 的 关于 相似 三 角形 的 信息 也 
是 非常 少 的 , 而 利用 等 腰 三 角形 的 方法 也 已 经 考虑 过 了 。 余弦 
法 则 通常 会 让 问题 变 得 更 加 复杂 而 不 是 变 得 更 简单 ， 并 且 它 
还 会 引入 更 多 未 知 的 长 度 。 这样 , 可 行 的 方法 就 只 剩 下 正弦 法 
则 了 。 上 毕竟 , 正弦 法 则 可 以 直接 把 边 长 和 角度 联系 起 来 。 

于 是 ,为 了 利用 正弦 法 则 ， 需 要 一 两 个 三 角形 ， 最 好 是 
包含 了 OD 和 OE 以 及 多 个 已 知 角 的 三 角形 。 通过 观察 示意 
图 和 估 测 角度 ， 我 们 可 以 猜 到 和 人 AOD、 人 COD、 八 AOE 和 
ABO 或 许 能 派 上 用 场 。 因 为 人 AOE 和 A4OD 有 一 条 公 
共 边 , 而 这 应 该 会 让 问题 变 得 更 加 简单 , 所 以 应 当 从 这 两 个 三 
角形 入 手 。( 我 们 要 始终 设法 寻找 联系 。 只 知道 两 个 量 相 等 不 
一 定 有 用 ， 除 非 你 能 把 它们 以 某 种 方式 联系 起 来 。) 因为 只 需 
要 考察 6 个 点 中 的 4 个 ( 即 A、D、 万 和 0O), 所 以 可 以 通过 
画 一 张 简 图 来 处 理 这 4 个 点 。( 为 什么 必须 去 处 理 那 些 没 用 的 
杂乱 信息 呢 ? ) 


已 知 CBE4O = LDAO = a/2, 而 且 根据 “三 角形 的 内 角 之 
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和 等 于 180*” 这 一 事实 可 以 算出 Z4BO = 180"-a=-7/2 = B+ 
Y/2。 类 似 地 , 还 可 以 得 到 LADO = 180° -a-6/2=7Y+B/2。 
我 们 还 能 标 出 更 多 连接 点 4A、D、B 和 0O 的 角 , 并 最 终 得 到 下 
面 这 个 简 图 (为 了 更 加 清晰 , 把 图 进行 旋转 和 放大 )。 








现在 使 用 正弦 法 则 。 为 了 得 到 关于 |0OD| 和 |0OE| 的 一 个 
有 用 表达 式 ( 这 就 是 最 初 想 要 使 用 正弦 法 则 的 原因 ), 我 们 有 


IODI 104| IDA| 











sin(@/2) sin(y+(6/2)) sin(Qa/2+B/2) 


和 
IOF| I04| 五 4| 





sin(a/2) sin(B+ (7Y/2)) sin(a/2 十 Y/2) 


既然 有 了 这 两 个 等 式 ， 那 么 已 知 信息 |OD| = |OE| 就 能 发 挥 
作用 了 。 由 于 边 长 |04| 同时 出 现在 上 面 两 个 等 式 中 , 应 当 用 
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I04| 把 |0D| 和 |O 了 | 表示 出 来 : 





加 sin(Q/2) 
TI 
IoE| =|04| sin(Q/2) 





sin(G 十 y/2) 
于 是 ,|ODI 三 |O 到 当 且 仅 当 gin(y 寺 8/2) 二 gin(B 圭 /2)s《 实 
际 上 ， 可 能 会 有 一 些 充 座 的 情况 出 现 ， 比 如 sin(a/2) = 0。 不 
难看 出 , 这 些 元 请 的 情况 只 会 出 现在 极端 的 退化 情形 中 , 而 且 
这 些 反 第 的 情况 可 以 容易 地 进行 单独 处 理 。 但 是 要 始终 记 住 
小 心 提防 这 些 特殊 情形 。) 

现在 已 经 把 关于 边 长 的 等 式 转化 成 了 关于 角 的 等 式 。 更 
重要 的 是 ， 这 些 角 与 我 们 的 目标 (涉及 角 a、6 和 7) 有 着 密 
切 的 联系 。 因此 现在 的 方 同 一 定 是 正确 的 , 而 我 们 的 问题 也 几 
乎 完全 转化 成 了 一 个 代数 问题 。 

不 管 怎样 ,两 个 正弦 值 是 相等 的 , 而 这 又 意味 看 : 








F020 .2 


Y+6/2= 180° — (P+7y/2)。 


离 目 标 越 来 越 近 了 。 等 式 中 不 再 售 有 正弦 , 并 且 首 次 得 到 了 一 
个 含有 “或 ”的 命题 。 不 难看 出 , 第 一 种 情形 可 以 推出 6 = ?， 
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而 第 二 种 情形 可 以 推出 65+ >y = 120。， 进而 得 到 a = 60°。 于 
是 ,我 们 在 不 经 意 间 就 完成 了 目标 ， 这 真人 够 奇妙 的 。 


事实 的 确 如 此 。 有 时 可 以 很 快 地 把 已 知 信息 转化 成 一 个 
与 目标 相似 的 等 式 (在 这 个 问题 中 , 就 是 那些 涉及 角 a、B 和 
Y 的 式 子 )， 然 后 利用 一 些 简单 的 代数 知识 把 它 转化 成 想 要 的 
结论 。 这 称 作 直接 法 或 者 前 向 法 。 这 种 方法 适用 于 那些 只 涉及 
简单 计算 , 并 且 目 标 是 一 个 简单 关系 式 的 题目 。 之 所 以 这 样 说 
是 因为 通过 不 断 地 简化 和 转化 信息 ， 我 们 能 够 得 到 一 些 越 来 
越 类 似 于 目标 的 东西 , 这 样 就 形成 了 解 题 思路 。 如 宁 目 标 不 是 
很 明确 , 那么 可 能 要 先 对 目标 进行 转化 , 然后 再 确定 应 该 永 取 
什么 样 的 笃 试 。 下 和 面 这 个 问题 就 说 明了 这 一 扩 。 











问题 4.3( 澳 大 利 亚 数 学 苋 赛 ,，1987, 第 13 页 ) (*) 设 
ABFE 是 一 个 抵 形 ， 点 D 是 对 角 线 AF 和 BE 的 交 
点 。 过 点 万 的 一 条 直线 与 BA 的 延长 线 相 交 于 点 G， 并 
与 BF 的 延长 线 相交 于 点 C， 这 使 得 |DC| = |DG|。 证 
明 : 4BIMIRCI= |FC|/IGA|= 1GAI/IAE|. 





对 于 儿 何 问题 ,可 以 使 用 前 癌 法 (系统 地 计算 出 边 长 和 
角度 ) 或 者 后 向 法 (把 最 后 的 结论 等 价 地 转化 成 某 种 更 容易 
处 理 的 形式 )。 和 便 单 地 男 一 张 示意 图 并 猜测 结论 有 时 会 有 很 大 
的 帮助 ， 但 这 个 问题 的 示意 图 画 起 来 却 有 些 困 难 。 怎 样 才能 
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确保 |DC| = |DG| 呢 ? 通过 几 次 试验 和 纠 错 (同时 兼顾 结论 
14BI/IFOC| = |FC|/IG4| = |G4|/14B|)，, 我 们 最 终 画 出 一 张 合 


理 的 示意 图 。 
B 4 
| [一 


G 


C 





来 洽 试 一 下 前 癌 法 。 大 刀 阔 和 莽 的 解析 几何 法 元 长 且 楷 琐 ， 
常会 带 来 无 法 预测 的 复杂 性 和 巨大 的 错误 。 所 以 我 们 把 它 看 作 
最 后 的 选择 (虽然 点 4 处 的 直角 看 起 来 像 是 一 个 放置 原点 和 
坐标 轴 的 合理 位 置 )。 向 量 几 何 法 在 处 理 类 似 于 |DC| = |DG| 
这 样 的 等 式 时 也 不 是 很 好 用 《但 向 量 几何 法 通常 要 比 解析 几 
何 法 更 简洁 )。 那 么 该 如 何 计算 线段 长 度 和 角度 呢 ? 我 们 只 知 
道 和 矩形 有 4 个 直角 以 及 |DC| = |DG|, 那么 ADCG 一 定 是 等 
腰 三 角形 , 但 这 说 明 不 了 什么 。 从 点 DD 向 直线 CG 作 垂 线 或 
者 使 用 其 他 类 似 的 辅助 方法 都 不 会 市 给 我 们 多 少 帮 助 。( 稍 后 
我 们 将 看 到 , 构造 一 种 特殊 的 辅助 线 的 确 有 用 , 但 在 前 向 法 中 
这 并 不 是 轻易 就 能 想到 的 。) 

接 下 来 尝试 后 向 法 。 想 要 证 明 的 是 三 个 比值 彼此 相等 , 这 
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就 启发 我 们 要 利用 相似 三 角形 。 能 不 能 利用 某 些 线段 ， 比 如 
AB 和 FC, 来 构造 三 角形 呢 ? 这 可 能 行 不 通 , 但 能 用 FE 和 
FC 来 构造 三 角形 , 并 且 线段 FE 和 4B 的 长 度 是 相等 的 。 一 
旦 确定 了 一 个 三 角形 ， 那 么 另外 两 个 与 之 相似 的 三 角形 就 应 
该 能 够 容易 地 找 出 来 。 仅 从 图 中 的 人 FCE 中 就 可 以 看 出 (而 
旦 容易 证 明 ) 它 与 ABCG 和 八 AEG 是 相似 的 , 于 是 














EFI/IFC|= 1GBI/IBC| = |GANIAE|. 


另外 , 为 了 与 要 证 的 结论 相近 ,上 式 义 可 以 改写 成 





4ABI/IFC|=|GBI/IBC| = 1GA/|AD. (15) 


这 样 束 证 明了 三 个 比值 中 的 两 个 |4B|/IFC| 和 |GA|/|4EB| 是 
相等 的 。 但 是 我 们 想 要 的 第 三 个 比值 |FC|/IGA| 很 难 与 某 个 
三 角形 关联 起 来 。 然而 , 通过 观察 (15) 式 中 间 的 比值 , 我 们 隐 
约 发 现 这 两 条 边 (GB 和 BC) 与 FC 和 G4 存在 着 某 种 联系 。 
实际 上 , FC 是 BC 上 的 线段 , 而 Gh 是 BG 上 的 线段 。 这 上 暗 
示 证 明 
CUIG4 = |GBI/IBC| 
可 能 比 证 明 
ABI/IFC| = |FCI/IGA| 或 PCHMIG4I = |GAI/IAE)| 


更 容易 。 另 外 , 前 者 更 具 对 称 性 且 只 涉及 一 个 等 式 。 
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即便 将 要 处 理 的 是 “可 能 更 简单 ”的 式 子 , 但 好 像 仍然 没 
有 相似 三 角形 可 以 利用 。 此 时 就 要 对 问题 展开 进一步 处 理 。 一 
种 显然 的 处 理 方法 就 是 答 试 重新 排列 这 些 比值 。 可 以 通过 区 
又 相 乘 得 到 











FC|x|BC|=|AG| x |BG), 
也 可 以 通过 交换 比值 中 的 各 项 得 到 
IFCI/IBG| = |GAI/IBOC|。 


这 些 做 法 貌似 并 没有 带 来 多 大 的 进展 ,然而 项 |FC|x|BO| 
和 |AG| x 1BG| 看 起 来 却 有 点 眼熟 。 实际 上 , 我 们 可 能 会 想到 
下 面 这 个 结果 ( 它 通 第 出 现在 高 中 数学 教材 中 , 但 却 很 少 被 用 
到 )。 
定理 4.2 点 尸 是 以 O 为 圆心 , > 为 半径 的 圆 之 外 的 一 点 。PT 
是 圆 O 的 一 条 切线 ， 与 圆 O 相 切 于 点 了 。 从 点 发 出 的 一 
条 射线 与 圆 O 相交 于 点 @ 和 点 RR， 那么 有 





IPQ| x PRI = 1P72=1Po 一 


证 明 通过 观察 可 知 ，APQT 相似 于 APTR， 从 而 有 |PQ]/ 
PT| = |PTIIPRI。 同时 ,又 由 毕 达 哥 拉 斯 定理 可 知 |PO|? = 
IPTR? +r2， 于 是 结论 得 证 。 口 
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为 了 利用 定理 4.2， 首 先 要 构造 一 个 圆 。 因 为 想 要 计算 的 
是 |FC| x |BC| 和 |4G| x 1BG|， 所 以 这 个 圆 必须 包含 点 下 、 
点 B 和 点 4A。 现在 恰 有 一 个 经 过 点 FF、 点 B 和 点 4 的 圆 以 
DD 为 圆心 (定理 4.1!)。 于 是 由 定理 4.2 可 知 


FCO| XIBO|=|DOP = 六 


和 
lAG| x |BG|= [DG 一 天， 


其 中 , ” 是 圆 的 半径 。 又 因为 还 有 已 知 条 件 |DC| = |DG|, 于 


是 结论 得 证 。 





这 是 求解 纯 几 何 问题 的 方法 : 题目 中 的 已 知 信息 看 起 来 
少 得 可 怜 , 而 要 证 明 的 结论 又 不 是 那么 显然 , 因此 通常 需要 采 
取 一 种 特殊 的 方法 来 处 理 。 构 造 一 副 示 总 图 或 者 采用 其 他 辅 
助手 段 或 许 会 让 问题 变 得 清晰 起 来 。 我 们 要 寻找 题目 中 那些 
能 触发 记忆 的 信息 。 例如 , 在 茶 个 几何 问题 中 , 如 采 你 要 证 明 
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的 是 Z4BC = Z4DC,， 那么 可 以 证 明 四 边 形 4BDC 存在 一 
个 外 接 圆 (倘若 点 B 和 点 D 位 于 线段 4C 的 同一 侧 ), 这 与 
你 要 证 的 结论 是 等 价 的 。 如果 你 要 证 明 的 是 |4B| > |4C|, 那 
么 可 以 等 价 地 证 明 ZL4CB > Z4BC (假定 点 A、 点 BB 和 点 C 
是 不 共 线 的 )。 当 问题 涉及 不 同 三 角形 的 面积 时 ,你 可 以 利用 
像 “等 底 且 等 高 的 三 角形 面积 相等 ”或 者 “三 角形 的 底 边 减 半 
时 ， 其 面积 也 减 半 ” 之 类 的 事实 来 解 题 。 这 并 不 是 说 让 你 把 所 
有 可 能 想到 的 内 容 都 在 图 中 标示 出 来 , 并 罗列 出 一 堆 事实 〈 除 
非 你 实在 没有 其 他 办 法 ), 而 是 说 你 应 当 把 握 住 一 些 有 根据 的 
于 测 和 大 体 的 思路 。 有 时 还 可 以 尝试 利用 一 个 特殊 或 极端 的 
例子 来 拓宽 解 题 的 思路 (例如 , 在 上 述 问题 中 , 可 以 考虑 四 边 
形 4BF 是 一 个 正方 形 ， 或 者 四 边 形 4BF 是 退化 的 ， 又 
或 者 |DC| = |DG| = 0 时 的 情形 )。 与 此 同时 ， 还 应 当 始 终 牢 
记 已 知 条 件 (DOC| = |DG| 以 及 ABFE 是 个 和 矩形) 和 要 证 明 
的 结论 (IFCl x |B0C| = |4G| x |BG| 或 其 他 等 价 形式 )， 并 试 
图 让 你 的 方法 向 着 一 些 不 寻常 的 条 件 或 结论 靠近 《在 这 个 问 
题 中 ，|DC| = |DG| 看 起 来 惑 有 些 不 寻 弟 )。 毕 竞 ， 我 们 假定 
要 利用 全 部 的 条 件 才能 推导 出 所 有 的 结果 ， 所 以 每 个 条 件 都 
应 以 某 种 方式 派 上 用 场 。 

这 里 的 关键 是 联想 到 欧 几 里 得 几何 学 中 的 某 个 特殊 结论 ， 
在 这 个 问题 中 就 是 定理 4.2。 当 积累 了 足够 多 的 求解 几何 问题 
的 经 验 之 后 ， 就 能 够 通过 观察 问题 的 每 一 部 分 “ 抓 住 > 问题 的 
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本 质 , 而 这 些 有 用 的 结论 也 会 出 现在 我 们 的 脑海 中 ( 当 其 他 所 
有 方法 都 行 不 通 时 , 这 些 有 用 的 结论 通常 也 会 浮现 出 来 )。 倘 
若 没 有 这 样 的 灵感 ， 那 么 就 应 当 坚 持 使 用 解析 几何 法 或 者 准 
解析 几何 法 。( 壁 如 , 从 点 D 分 别 回 直 线 4B 和 BC 做 垂 线 ， 
并 用 毕 达 哥 拉 斯 定理 来 表示 |DC| 和 |DG| 一 一 这 本 质 上 就 是 
无 坐标 轴 的 解析 几何 法 。) 











问题 4.4 。 给 定 三 条 平行 线 , (用 直 尺 和 圆规 ) 画 一 个 等 


边 三 角形 , 使 得 每 条 平行 线 各 包含 该 三 角形 的 一 个 顶点 。 





乍 看 起 来 ， 这 个 问题 简单 而 且 直 接 (好 题目 通常 都 是 如 
此 )。 然 而 ,一旦 试看 去 画 示 意图 〈 试 一 下 ， 但 要 先 男 出 平行 
线 ) 就 会 发 现 , 想 要 真正 使 一 个 三 角形 满足 等 边 三 角形 所 具备 
的 全 部 条 件 是 多 么 具有 技巧 性 ,这些 条 件 实在 太 苛 刻 了 。 在 答 
试 了 国 圆 、60? 角 以 及 类 似 的 图 形 后 , 我 们 发 现 需 要 一 些 特殊 
的 技巧 才能 画 好 示意 图 。 不 过 , 还 是 应 当 试 者 去 男 一 张 尽 可 能 
好 的 示意 图 (或 许可 以 先 画 一 个 等 边 三 角形 , 然后 再 擦 掉 它 )， 
并 把 其 中 的 点 和 线 都 标示 出 来 。 


L 办 
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一 个 明显 的 猜想 就 是 利用 解析 几何 法 。 这 种 方法 可 能 行 











AN 


通 
位 置 , 而 这 并 不 是 解决 问题 的 最 佳 (或 最 具 儿 何 思想 的 ) 方 法 。 
症 





求解 作 图 问题 的 标准 方法 是 , 取 一 个 未 知 量 (点 、 线 、 三 
角形 或 者 其 他 某 些 量 ) 并 确定 它 的 轨迹 或 其 他 较 容 易 作 图 的 
性 质 。 

但 在 此 之 前 ,我 们 来 仔细 地 观察 这 个 示意 图 并 尝试 做 一 
些 力所能及 的 事 。 不 难看 出 , 如 果 存 在 一 个 等 边 三 角形 , 那么 
这 个 三 角形 将 可 以 沿 着 平行 线 滑 行 ， 并 且 仍然 满足 所 有 的 条 
件 。 因 此 , 如 果 A4BC 是 这 样 的 三 角形 , 那么 点 4 可 以 位 于 
直线 1 上 的 任意 一 点 。 当 然 ， 点 B 和 点 C 的 位 置 将 取决 于 
点 A。 于 是 从 本 质 上 来 说 , 可 以 把 点 4 放 在 任何 我 们 想 要 放 
的 位 置 上 , 并 且 不 用 担心 会 因此 而 失去 一 般 性 ,。 真正 需要 关注 
的 是 点 B 和 点 C。 由 此 可 以 看 出 , 直线 1 已 经 变 得 无 关 紧 要 
了 : 它 只 用 来 限制 点 4 的 位 置 ; 而 当 点 4 被 固定 在 1 上 的 某 
个 任意 点 处 之 后 ， 就 不 再 需要 11 了 。 

现在 随 着 点 4 位 置 的 确定 , 三 角形 也 受到 了 更 多 的 限制 。 
这 些 限 制 或 许 会 让 点 B 和 点 C 的 位 置 只 存在 有 限 种 可 能 的 
情况 。 但 目前 为 止 我 们 还 不 是 很 清楚 。 

这 个 等 边 三 角形 目前 只 有 两 个 自由 度 : 方向 和 大 小 。 但 它 
同时 还 有 两 个 限制 : 一 个 顶点 B 必须 位 于 直线 2 上 ， 而 另 一 
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个 顶点 C 必须 位 于 直线 13 上 。 从 理论 上 来 说 , 这 些 条 件 应 该 
足以 固定 一 个 三 角形 了 , 但 对 于 像 三 角形 这 样 复杂 的 对 象 , 很 
难看 出 接 下 来 应 该 怎么 做 。 目 前 我 们 可 以 做 的 是 , 把 一 个 未 知 
量 转化 成 另 一 个 更 容易 求解 的 未 知 量 。 眼 前 的 未 知 量 就 是 等 
边 三 角形 。 那么 较 简 单 的 未 知 量 是 什么 呢 ? 最 简单 的 几何 对 象 
是 点 。 那 么 可 以 先 确 定 一 个 点 ， 例 如 点 B， 而 不 是 整个 三 角 
形 。 因 为 点 B 被 限制 在 直线 j 上 ， 所 以 它 只 有 一 个 自由 度 。 
什么 可 以 确定 点 B 呢 ? 能 够 确定 点 B 的 是 下 面 这 个 事实 : 以 
AB 为 边 的 等 边 三 角形 的 第 三 个 顶点 〈 即 点 C) 一 定位 于 直线 
13 上。 这 个 事实 有 些 复杂 , 而 且 它 仍 涉及 等 边 三 角形 。 能 不 能 
找到 一 种 更 简单 的 方法 使 得 点 C 可 以 用 点 4 和 点 B 来 表示 
呢 ? 答案 是 肯定 的 : 让 点 B 绕 着 点 4 ( 沿 看 顺 时 针 或 逆 时 针 
方向 ) 旋转 60° 束 得 到 了 点 C。 于 是 ,问题 被 向 化 为 : 


























给 定点 4 和 不 经 过 把 4 的 两 条 平行 直线 /2 和 13。 在 
12 上 找 出 一 点 B, 使 得 点 B 围绕 点 4 旋转 60? 之 后 能 够 


落 在 直线 /3 上。 





6 6 
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因为 现在 只 有 一 个 未 知 量 ( 点 B), 所 以 自由 度 就 更 少 了 ， 
而 问题 也 相应 变 得 更 简单 了 。 我 们 希望 点 B 能 够 满足 如 下 两 
条 性 质 : 

(a) 点 B 位 于 直线 /> 上 ; 

(b) 点 B 围绕 点 4 旋转 60° 之 后 能 够 落 在 直线 1 上。 

性 质 (b) 用 起 来 不 太 方便 ,你 可 以 把 它 转化 成 : 

(b) 点 B 落 在 由 直线 13 围绕 点 4 旋转 60。 之 后 所 得 的 

那 条 直线 上 。 

也 就 是 说 , 点 B 位 于 直线 13 上 , 而 ls, 是 由 ls 围绕 点 4 (党 
着 顺 时 针 或 逆 时 针 方 向 ) 旋转 60° 之 后 得 到 的 。 于 是 上 述 性 质 
就 变 成 了 : 

(a) 点 B 位 于 直线 /> 上 ; 

(b) 点 B 位 于 直线 13, 上 。 
换 名 话说, 点 B 是 直线 1。 和 1s, 的 交点 。 束 是 这 样 的 ! 我 们 
已 经 明确 地 构造 出 点 BB， 那么 这 个 三 角形 也 应 该 能 够 很 容易 
地 得 到 了 。 

为 了 保持 完整 性 ,下 面 给 出 整个 作 图 流程 。 











从 直线 1 上 任意 选取 一 点 4。 让 直线 13 围绕 点 4 ( 沿 





看 顺 时 针 或 逆 时 针 方 癌 : 对 于 每 个 给 定 的 点 4, 点 B 都 
有 两 个 解 ) 旋转 60", 并 把 旋转 后 的 直线 与 ja 的 交点 记 作 
点 B。 将 点 B 有 反问 旋转 60° 之 后 就 得 到 了 点 C。 
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注意 , 当 三 条 直线 不 平行 时 , 只 要 它们 彼此 间 的 夹 角 不 是 
60*， 上 面 这 种 作 图 法 就 仍然 适用 。 因 此 ,平行 线 这 个 条 件 只 
不 过 是 个 干扰 信息 而 已 。 

作 图 问题 的 解 题 思 路 与 代数 问题 一 样 , 都 是 “求解 ”一 个 
未 知 量 ， 比 如 这 个 问题 中 的 点 B。 通 过 对 已 知 条 件 的 不 断 转 
化 , 我 们 得 到 了 一 个 形 如 “点 B 是 .……… ”的 命题 。 为 了 给 出 
一 个 类 似 的 代数 问题 ， 假 定 我 们 希望 求 出 能 够 满足 下 列 条 件 
的 和 ec: 

。b 十 1 是 偶数 ; 
® bc = 48; 
。c 是 2 的 方 窜 。 
为 了 解 出 b, 现在 把 上 述 三 个 条 件 中 的 c 消 掉 , 于 是 就 得 到 了 : 
。0 等 于 一 个 偶数 减 1 (也 就 是 说 , 5 是 个 奇数 ); 
e。 0 等 于 48 除 以 某 个 2 的 方 客 〈 即 5 = 48, 24, 12, 6, 3， 

1.5,... )。 
通过 比较 奇数 集 和 由 48 除 以 2 的 方 窜 所 得 到 的 全 体 数 构 成 
的 集合 , 我们 发 现 b = 3。 对 于 那些 涉及 多 个 变量 的 问题 , 采 
用 逐步 消 元 法 通常 会 使 问题 更 容易 求解 。 这 种 方法 对 于 求解 
儿 何 作 图 问题 同样 有 效 。 














习题 4.1 设 有 和 1 是 两 个 圆 , 它们 相交 于 点 已 和 点 Q。 
过 点 忆 做 一 条 直线 m 使 得 该 直线 不 经 过 点 Q@,， 并 同时 满 
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是 下 列 性 大 J0 林 自生 WO NNWT 人 Di 
与 圆 ! 相交 于 点 C 和 点 P, 那么 就 有 |PB| = |PC|; 参见 
(RB) 


P 
? 
—> 
l 
天 O 天 


习题 4.2 ”给 定 一 个 圆 以 及 圆 内 的 两 点 4 和 BB。 如 果 可 
能 的 话 ， 构 造 出 圆 的 一 个 内 接 直 角 三 角形 , 使 得 该 三 角形 
的 一 条 直角 边 经 过 点 4， 另 一 条 直角 边 经 过 点 B; 参见 下 
图 (提示 : 找到 三 角形 的 直角 顶点 ). 


2 
CC 


习 硬 3 人 RCW 人 DOD 下 N00 
构造 一 个 正方 形 , 使 得 该 正方 形 的 每 条 边 分 别 经 过 上 述 四 
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点 中 的 一 个 ; 参见 下 图 。 | 提示 : 非常 遗憾 ,， 构造 这 样 一 个 
正方 形 是 很 困难 的 , 哪怕 只 是 找 出 这 个 正方 形 的 一 个 顶点 
(正如 在 前 面 的 问题 中 所 做 的 那样 ) 也 并 不 容易 -我们 
所 知道 的 只 不 过 是 顶点 被 限制 在 固定 的 圆 上 而 已 。 解决 这 
个 问题 的 一 种 方法 是 确定 该 正方 形 的 一 条 对 角 线 。 对 角 线 
的 确定 需要 用 到 下 面 这 些 要 素 : 方向 、 位 置 和 端点 。 一 条 
对 角 线 就 可 以 确定 一 个 唯一 的 正方 形 , 而 单独 一 个 顶点 却 
不 容 匈 做 到 这 一 点 。 如 果 你 真 的 束手无策 , 那么 就 试 着 去 
画 一 张 漂亮 的 大 示意 图 : 首先 画 一 个 正方 形 ， 然 后 画 出 它 
的 四 个 顶点 ， 接 下 来 分 别 画 出 以 AB、BC、CD 和 DA 为 
直径 的 圆 ， 并 标 出 对 角 线 。 充 分 利用 这 些 圆 所 具备 的 优势 
来 计算 角度 ， 找 相似 三 角形 ， 等 年 。 一 个 真正 重要 的 提示 
是 : 仔细 观察 对 角 线 和 圆 的 交点 。 另 一 种 解 题 方 法 是 : 利 
用 旋转 、 反 射 和 平移 让 一 条 边 与 另 一 条 边 基 本 重合 ， 由 此 
来 找到 一 条 特殊 的 边 。 总 之 ， 这 种 解法 与 上 述 方法 类 似 。] 


x 
A Dx 


xB 
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问题 4.5 (泰勒 ,1989, 第 10 页 , 问题 4) ”如 下 图 所 示 ， 
一 个 正方 形 被 划分 成 五 个 矩形 . 四 个 外 围 和 矩形 RI、Rs、R3 
和 Ra 的 面积 相等 证明: 内 部 移 形 Ro 是 个 正方 形 。 





这 是 男 一 个 “结论 不 寻常 ”的 问题 。 乍 看 起 来 , 四 个 外 围 
和 矩形 的 面积 相 每 这 一 事实 似乎 并 不 能 推出 内 部 矩形 是 个 边 长 
相等 的 正方 形 。 首先, 你 可 能 会 觉得 题目 给 出 的 已 知 条 件 太 宽 
泛 了 。 毕竟 ,具有 固定 面积 的 矩形 可 能 是 长 且 窗 的, 也 可 能 是 
短 而 宽 的 。 为 什么 不 能 通过 调整 外 围 矩 形 的 形状 来 达到 让 内 
部 矩形 变形 的 目的 呢 ? 做 个 简单 的 尝试 就 能 明白 为 什么 这 样 
做 行 不 通 : 每 个 矩形 都 会 受到 它 相 邻 矩 形 的 限制 。 例 如 , 示意 
图 中 的 矩形 Ri 被 矩形 Ra 和 R “限制 住 了 ”。 如 果 想 要 对 Ra 
的 形状 做 出 调整 ,那么 Ra 和 Rs 的 形状 必 将 发 生 改变 ,而 这 
又 会 进一步 导致 Ra 变形 。 但 是 矩形 Rs 不 可 能 同时 满足 Rs 
和 Rs 的 要 求 ， 除 非 两 者 对 Rs 的 要 求 是 一 致 的 。 在 下 图 中 ， 
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算 形 Rs 可 以 与 R 或 者 Ra 相 匹配 ,但 不 能 同时 与 两 者 匹配 
(还 要 记 住 Rs 与 Ra 和 Rs 的 面积 是 相等 的 )。 我 们 开始 领悟 
到 这 个 问题 该 如 何 去 "求解 ”了 : 因为 要 保持 外 围 矩 形 的 面积 
相等 ， 而 “章平 拼接 ”也 具有 一 定 的 困难 , 所 以 唯一 可 行 的 方 
法 就 是 让 内 部 矩形 为 正方 形 。 我 们 应 该 不 太 可 能 脱离 这 个 对 
称 的 中 学 形 结构 。 下 图 给 出 的 这 个 例子 将 说 明 什 么 情况 下 会 
出 现 错误 。 








为 了 能 够 进一步 地 推导 ， 需 要 引入 一 些 记 扎 : 更 具体 地 
说 , 需要 使 用 一 些 变量 来 表述 全 体 儿 何 对 象 的 大 小 ,通过 对 这 
一 结构 发 生 的 “变动 ”进行 讨论 ,可 以 看 出 ， 一 个 和 矩形 《比如 
算 形 Ri) 将 决定 所 有 其 他 移 形 的 位 置 。Ri 使 得 R。 和 Rs 
定 在 某 个 具体 的 位 置 ， 而 这 又 进一步 确定 了 Rs 所 在 的 位 置 。 
于 是 台 有 了 一 种 代数 方法 : 假设 矩形 Ri 的 尺寸 是 ax5b, 大 正 
方形 的 边 长 是 1， 我 们 来 求 其 他 所 有 和 矩形 的 大 小 , 尤其 是 Ro 
的 大 小 。 这 种 方法 很 有 说 服 力 : 最 终 将 得 到 有 关 短 形 Rs 的 两 
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个 方程 (如果 处 理 的 方式 不 一 样 , 也 可 能 得 到 关于 R1、R 或 
Ra 的 方程 )， 从 而 就 可 以 得 到 a 和 5 的 一 个 关系 式 。( 并 非 任 
意 尺 寸 的 R1 都 可 行 : 实际 上 ,我 们 要 证 明 仅 当 R1 能 使 得 中 
间 的 和 矩形 为 正方 形 时 , 才 是 有 效 的 Ri。) 下 面 这 个 示意 图 对 上 
述 讨论 做 出 了 总 结 。 





ab/(1—a) 


1—ab/(1—a) 





ab] (1—) 1—ab/(1—b) 


为 了 让 Rs 的 面积 满足 要 求 , 令 (1 一 ab/(1 一 a)) x (1 
ab/(1 一 0)) = ab， 由 此 可 以 求 出 a 和 5 的 值 ， 这 样 就 保证 了 
Ro 是 正方 形 。 这 种 方法 是 可 行 的 , 但 在 代数 计算 方面 有 些 繁 
琐 , 因此 来 尝试 一 种 更 简单 、 更 直观 , 而 且 对 坐标 的 依赖 性 更 
弱 的 方法 〈 这 种 方法 的 主要 思想 实际 上 就 是 利用 坐标 )。 

我 们 想 要 证 明 的 是 “ 仅 当 Ro 是 正方 形 时 , 所 有 的 条 件 才 
能 得 到 满足 ”。 但 是 证 明 这 一 点 有 些 困 难 。 我 们 已 经 说 明了 所 
有 量 都 可 以 用 矩形 R1 来 表示 。 在 这 种 情况 下 , 矩形 Ri 可 以 
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被 称 作 主要 图 形 : 也 就 是 说 ,其 他 所 有 构造 都 依赖 于 它 。 一 旦 
有 了 这 个 参照 点 ,就 可 以 把 全 部 精力 都 集中 在 一 个 矩形 上 。 
为 Ro 不 像 其 他 矩形 那样 容易 成 为 “主要 图 形 ”， 所 以 不 必 证 
明和 矩形 Ro 的 相关 结论 。 可 以 证 明 与 矩形 R! 有 关 的 结论 , 这 
要 更 容易 些 。 

上 图 似乎 表明 了 a 十 b 应 该 等 于 1。 实际 上 , 如 果 a 十 b 等 
于 1， 那么 矩形 Rs 的 水 平 边 长 就 一 定 是 1 一 a = b。 叉 由 Ri 
和 Rs 的 面积 相等 可 知 ，R。 的 垂直 边 长 就 等 于 a， 进 而 可 得 
矩形 Rs 的 重 直 边 长 等 于 1 一 a = b, 依 此 类 推 。 这 与 前 文 提 到 
的 “中 字形 ”结构 非常 吻合 ， 而 我 们 也 可 以 观察 到 Ro 是 一 个 
边 长 为 6 一 a 的 正方 形 。 于 是 我 们 提出 一 个 中 间 目 标 ， 即 证 明 
a 二 b= 二 1。 由 于 所 有 量 都 可 以 用 a 和 5。 来 表示 , 希望 这 个 目标 
能 更 容易 实现 。 但 是 用 矩形 Ro 来 表示 所 有 的 量 就 不 是 那么 容 
> 

总 而 言 之 ,已 经 证 明了 下 面 这 个 关系 链 中 的 第 二 个 强 合 
2 

窍 形 Ri1,… , Rs 面积 相等 /一 >| a+b=1 
一 

那么 现在 只 需要 证 明 第 一 个 理 含 关系 就 可 以 了 。 


从 解析 几何 方法 中 可 以 看 出 ， 虽 然 已 知 条件 能 够 容易 地 
转化 成 表达 式 ， 但 是 想 要 从 这 些 表达 式 中 推导 出 结论 却 并 不 









































陶 哲 轩 教 你 学 数学 “110/171 





古 那 么 简单 。 尽管 “面积 相等 ”看 起 来 像 古 一 个 形式 非常 优美 
日 较 容易 处 理 的 条 件 , 但 题目 中 只 给 出 了 一 系列 相等 的 乘积 ， 
而 这 些 相 乘 的 项 又 与 其 他 等 式 有 关 ， 因 此 这 个 条 件 实际 上 更 
像 是 求解 问题 的 障碍 。 但 可 以 有 反 向 思考 : 试 痢 去 证 明 


a 十 b 关 1| 一 > | 矩形 Ri1,… ,Rs 面积 不 相等 |， 


或 者 利用 有 反 证 法 去 证 明 


a 十 5b 关 1| &&| 矩形 R1,… , Rs 面积 相等 | 一 | 矛盾 | 。 


注意 , 在 使 用 反 证 法 证 明 时 , 尽管 刚 开 始 有 很 多 信息 可 以 
利用 , 但 最 终 的 结论 却 是 非常 开放 且 不 确定 的 。 这 种 策略 非常 
适合 前 面 所 采用 的 定性 分 析 法 : 我 们 不 可 能 去 改变 这 种 对 称 
的 结构 , 不 然 所 有 和 矩形 部 会 失去 平衡 。 因此 我 们 会 把 更 多 的 精 
力 放 在 反 证 法 上 。 

假设 + 过 大 ， 也 就 是 说 a 二 b 大 于 1, 但 同时 这 四 个 
和 矩形 能 够 以 菜 种 方式 保持 面积 相等 。 接 下 来 我 们 束 要 推出 一 
个 予 盾 。 倘 大 有 一 个 相当 大 的 矩形 Ri， 那么 会 有 什么 情况 发 
生 呢 ?Ri 将 迫使 矩形 Rs 变 得 更 短 “。 实际 上 ，R2 的 水 平 边 
长 等 于 1 一 a, 这 个 值 比 RR 的 垂直 边 长 b 更 小 , 于 是 Ra 要 比 
Ri 短 。 又 因为 两 个 矩形 的 面积 相等 , 所 以 Rs 的 垂直 边 长 要 






































@ 此 处 的 “长 短 ” 均 指 窍 形 的 长 边 “ 宽 罕 ” 均 指 矩 形 的 短 边 。 一 一 编者 注 
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比 Ri 的 水 平 边 长 更 长 , 因此 Rs。 比 Ri1 更 宽 。 现 在 再 来 看 一 
下 Rs: 按照 类 似 的 逻辑 推理 可 知 ，Rs 必定 会 比 Ro 更 宽 。 再 
次 利用 同样 的 推理 可 得 , 矩形 Rs 一 定 比 Rs 更 宽 。 我 们 最 终 
会 得 到 : 矩形 Ri 一 定 比 矩形 Ry 更 宽 、 更 短 。 这 就 意味 着 Ri 
比 自身 更 宽 、 更 短 ,， 显然 是 很 范 座 的 。 这样 就 找到 了 矛盾 。 当 
a 二 +b 小 于 工时 也 会 有 类 似 的 状况 发 生 : 矩形 都 将 变 得 更 罕 、 更 
长 , 而 最 终 我 们 会 推出 瓦 ; 一 定 会 比 自己 更 罕 。 这 就 是 个 矛盾 。 

这 个 问题 很 好 地 说 明了 “一 图 胜 千 式 ”。 另 外 还 要 记 住 ， 
使 用 不 等 式 有 时 要 比 使 用 等 式 更 简单 、 更 高 效 。 




















习题 4.4” 找 出 满足 
0 


的 所 有 正 实 数 z,y,z 和 所 有 正 整 数 p,q,7。 (提示: 虽然 这 
个 问题 没有 涉及 几何 知识 , 但 它 的 解法 与 问题 4.5 类 似 。) 





问题 4.6 (AMOC 对 应 问题 ，1986-1987， 第 一 集 ， 问 题 
1) 设 4BCD 是 一 个 正方 形 , kk 是 一 个 以 B 为 圆心 且 
经 过 点 4 的 圆 , 1 是 正方 形 内 以 AB 为 直径 的 半圆 。 设 妃 
是 位 于 1 上 的 点 , 并且 BE 的 延长 线 与 圆 k 相交 于 点 下 。 
证 明 : LDAF = 人 LEAF 











像 往 常 一 样 , 先 画 一 张 示意 图 。 
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4 B 


现在 要 证 明 两 个 角 相 等 。 由 于 题目 中 缺少 有 关 边 长 的 信 
县 , 我们 似乎 完全 可 以 通过 角度 来 求解 问题 。 毕 竟 , 圆 与 角度 
总 是 紧密 相连 的 。 但 是 ZDAF 和 ZEAF 这 两 个 特殊 的 角 好 
像 并 没有 很 明显 的 关联 。 为 了 建立 这 两 个 角 之 间 的 联系 ,需要 
用 “关系 更 密切 ”的 角 来 表示 它们 。 

从 ZDAF 入 手 。 角 LDAF 与 任何 三 角形 都 没有 关联 ， 
但 它 与 圆 k 有关 。 这 里 可 以 运用 一 个 古老 的 小 定理 〈 欧 几 里 
得 三 ，32)， 即 一 条 弦 所 对 应 的 圆周 角 每 于 该 弦 所 对 应 的 弦 切 
角 。 在 这 里 , 我 们 可 以 说 LZDAF = LAPF, 其 中 PP 是 圆 
上 的 任意 一 点 ， 它 位 于 包含 点 C 的 弧 AF 上 。 例 如， 可 以 
说 ZDAF = LACF。 尺 管 ZACF 和 LDAF 一 样 没有 多 大 
意义 ， 但 由 于 它 是 一 个 圆周 角 ， 就 这 意味 着 它 等 于 相应 圆心 
角 的 一 半 , 即 ZACF = 1/2ZABF。 因 为 角 LABF 与 某 些 三 
角形 和 圆 相关 联 ， 所 以 它 看 起 来 是 一 个 更 “主流 ”的 角 。 
此 , LZDAF = 1/2ZABF 是 一 个 令 人 非常 满意 的 结 
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现在 来 处 理 ZEAF。 这 个 角 要 比 角 CD4F 更 难 应 付 ， 
为 它 与 其 他 任何 角 都 没有 直接 关联 ,。 然而 CBE4F 与 东 些 更 容 
易 处 理 的 角 ， 比 如 LZDAB 和 LEAB 等 ， 有 公共 顶点 。 于 是 
LBAF 可 以 用 与 其 关系 密切 的 角 来 表示 , 例如 





ZEAF= ABAF— ABAE 


或 者 
LEAF = LDAB— LDAF — LBAE. 





第 一 个 等 式 中 含有 一 个 非常 容易 处 理 的 角 <BAE 和 一 个 不 太 
好 用 的 角 ZBAF。 但 是 , 第 二 个 表达 式 却 具备 了 更 多 的 优点 : 
因为 ZDAB 等 于 90°, 并 且 已 经 求解 出 LZDAF, 于 是 就 有 





LEAF=90°— >LABF — /LBAE, 


其 中 ZBAE 和 LABF 都 在 同一 个 三 角形 人 ABE 中 。 由 于 已 
经 把 LDAF 和 LEAF 用 八 ABE 中 的 角 表 示 出 来 了 , 于 是 自 
然 束 应 该 把 注意 力 集中 到 这 个 三 角形 上 。 

八 ABE 内 接 于 一 个 半圆 。 这 提醒 我 们 应 该 使 用 泰勒 斯 定 
理 (定理 4.1), 由 该 定理 可 知 ZBEA = 90°?。 因 为 三 角形 的 内 
角 之 和 等 于 180°, 所 以 这 样 就 把 角 <ABF 和 LBAE 联系 在 一 
起 了 。 准确 地 说 , 我 们 得 到 了 LABF+LBAE+LBEA = 180°， 
从 而 就 有 ZBAE = 90° 一 和 <ABF, 现在 把 这 个 式 子 代入 LEAF 
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的 表达 式 , 就 可 以 得 到 
LEAF =90° ~ ZABF/2— LBAE 


1 
=00"— ZABP (00 — ZABD) 


= = LABF, 











这 与 之 前 得 到 的 LZDAF 的 表达 式 是 相同 的 。 于 是 就 证 明了 
LEAF = LDAF。 当然 , 在 给 出 具体 证 明 时 , 还 需要 对 上 述 过 
程 进 行 整 理 , 得 到 下 面 这 样 一 长 串 等 式 : 


ZZDAF =—: 


一 了 万 4F。 


不 过 在 寻求 答案 的 过 程 中 , 没 必 要 写 得 这 么 正式 。 如 果 你 知道 
目 己 想 要 做 的 是 什么 , 那么 计算 出 LZDAF 和 LEAF, 并 期 户 
它们 能 够 等 于 某 个 中 间 量 也 是 个 不 错 的 想法 。 只 要 不 断 地 答 
试 简 化 问题 并 建立 一 些 联 系 ， 那 么 解决 问题 的 机 会 束 会 很 快 
出 现在 我 们 面前 。( 当 然 ， 在 这 里 我 们 假定 问题 是 有 解 的 ， 而 
且 大 部 分 问题 都 不 会 出 现 无 解 的 状况 来 让 你 为 难 。) 
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几何 思维 并 不 仅 限于 几何 学 ， 它 还 可 以 脱离 几 
何 学 而 应 用 于 其 他 学 科 领 域 。 在 其 他 条 件 等 同 的 情 
况 下 , 如果 假 以 几何 思维 之 手 , 那么 不 管 是 在 伦理 道 
德 、 政 治 、 评论 ， 还 是 在 口才 方面 ， 都 会 把 事情 做 得 
更 加 优雅 完美 。 

一 一 伯 纳 德 ， 丰 特 奈 尔 ， 
《 论 数 学 和 物理 学 的 用 途 》 


本 章 的 问题 将 涉及 几何 概念 和 几何 对 象 ， 但 解答 这 些 问 
题 震 要 用 到 其 他 数学 分 文 的 思想 ， 比 如 人 代数、 不等式、 归纳 法 
等 。 一 种 非常 好 用 的 解 题 技巧 是 : 用 疝 量 来 表述 儿 何 问题 , 这 
样 就 可 以 使 用 回 量 的 运算 定律 了 。 下 和 而 给 出 一 个 例子 。 

















问题 5.1 〈 澳 大 利 亚 数学 竞赛 ，1987， 第 14 页 ) ”一 个 
正 n 边 形 内 接 于 一 个 半径 为 1 的 圆 , 设 工 是 由 连接 多 边 
形 顶 点 的 所 有 线段 的 不 同 长 度 构 成 的 集合 。 那 么 二 中 所 
有 元 素 的 平方 和 是 多 少 ? 








首先 , 为 “L 中 所 有 元 素 的 平方 和 ”起 一 个 简短 的 名 字 ， 
比如 “X”。 我 们 的 任务 是 计算 XX。 这 个 问题 称 为 “可 行 ” 问 
题 : 它 既 不 是 “证 明 ……… ”类 型 的 问题 ， 也 不 是 “是 否 存 
在 .………… ”类 型 的 问题 ,而 是 要 算出 某 个 数 的 值 。 壁 如 ,可 以 
通过 直接 运用 三 角 学 知识 或 者 毕 达 哥 拉 斯 定理 来 得 到 这 个 数 。 
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例如 ， 当 = 4 时 ， 能 得 到 单位 圆 的 一 个 内 接 正 方形 。 此 时 ， 
连接 正方 形 项 点 的 所 有 线段 的 不 同 长 度 有 : 边 长 V3 以 及 对 角 
线 长 2, 所 以 X = V2 +22 = 6。 类 似 地 ， 当 n= 3 时 , 我 们 
只 能 得 到 一 个 长 度 , 即 边 长 V3, 那么 此 时 XX = V3 = 3。 由 
于 n= 5 时 的 结果 不 容易 计算 (除非 你 知道 大 量 正弦 值 和 余 
纺 值 ), 暂时 忽略 它 并 去 考察 n = 6 时 的 情况 。 当 n = 6 时 边 
长 等 于 1, 较 短 的 对 角 线 长 度 为 V3, 较 长 的 对 角 线 (直径 ) 长 
度 为 2, 于 是 在 这 种 情形 下 就 有 和 X = 12 + V3 +22 = 8。 最 后 
考察 n = 2 时 的 退化 情形 。 此 时 的 “多 边 形 ”就 是 一 条 直径 ， 
所 以 X = 22 = 4。 于 是 计算 出 了 一 些 特殊 情形 下 的 和 值 ， 如 
下 所 示 。 








n 及 
2? 4? 
3 3 
4 6 
6 8 





n 二 2 的 情形 被 标记 了 “?”, 这 是 因为 “具有 两 条 边 的 多 边 形 ” 
这 种 说 法 有 点 不 恰当 。 

对 于 解答 一 般 情 形 下 的 问题 , 上 面 这 个 小 表格 提供 不 了 太 
多 线索 。 接 下 来 先 男 一 张 示 意图 , 并 在 图 中 标示 出 顶点 , 这 或 
许 能 为 解 题 市 来 很 大 帮助 。 当 n 取 某 个 固定 值 时 (例如 n=5 
或 n=6 时), 可 以 把 顶点 标记 为 4, B,C 等 ; 但 对 于 一 般 情形 
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下 的 mn, 把 顶点 标记 为 A1, 42, 43,… ,An 可 能 会 更 方便 ， 如 
下 图 所 示 。 





4 
现在 就 进行 初步 的 观察 和 猜想 。 


(a) 取 奇 数 和 偶数 时 的 情形 是 不 一 样 的 。 当 n 取 偶数 
时 ， 有 较 长 的 对 角 线 。 实 际 上 ， 如 果 n 取 偶数 ， 那 
么 就 有 n/2 条 不 同 的 对 角 线 ; 如 果 n 取 奇 数 ， 则 有 
(n -1)/2 条 对 角 线 。 

问题 的 答案 应 该 总 是 一 个 整数 。 但 这 并 不 是 一 个 很 有 
把 握 的 猜想 , 因为 处 理 的 是 一 些 非常 特殊 的 正方 形 、 
六 边 形 和 等 边 三 角形 , 它们 的 边 长 都 需要 开平 方 根 。 不 
过 , 这 同时 也 让 我 们 看 到 一 般 解 或 许 会 更 整洁 的 希望 。 
要 计算 的 是 长 度 的 平方 和 , 而 非 长 度 自身 的 和 。 这 让 
人 立即 想到 应 放弃 纯 几 何 学 的 知识 , 而 是 考虑 利用 解 
析 儿 何 来 求解 : 这 启发 我 们 使 用 向 量 、 坐 标 几 何 或 者 
复数 (这 些 方法 在 本 质 上 是 一 样 的 )。 在 求解 涉及 三 


> 
忆 
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角 和 的 问题 时 , 坐标 几何 法 是 一 种 求解 过 程 缓 慢 但 却 
很 可 靠 的 方法 , 向 量 儿 何 和 复数 这 两 种 方法 看 起 来 则 
有 更 大 的 利用 价值 《 同 量 几何 法 可 以 利用 点 乘 , 复数 
则 可 以 利用 复 指数 )。 

想 要 直接 求解 出 问题 的 答案 几乎 是 不 可 能 的 , 其 原因 
在 于 要 计算 的 不 是 所 有 对 角 线 长 度 的 平方 和 , 而 是 所 
有 具有 不 同 长 度 的 对 角 线 的 长 度 平 方 和 。 但 是 可 以 重 
新 叙述 这 个 问题 , 使 它 更 容易 转化 成 一 个 方程 (方程 
古 一 种 可 靠 的 数学 工具 ， 尺 管 它 不 像 示 意图 和 解 题 
思路 那样 具有 局 发 性 , 但 操作 起 来 是 最 容易 的 。 一般 
情况 下 , 我 们 总 是 把 想 要 的 结论 叙述 为 某 种 类 型 的 方 
程 , 尽管 在 组 合 数学 或 者 图 论 中 可 能 存在 一 些 例外 的 
情况 )。 不 过 , 倘 大 只 考虑 从 多 边 形 的 某 个 定点 出 发 的 
所 有 对 角 线 , 那么 所 需要 的 全 部 长 度 都 将 包含 在 其 中 。 
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例如 ,在 上 图 中 n 是 偶数 ,并 且 有 4 条 长 度 不 同 的 对 角 
线 。 如 果 你 只 考察 上 半圆 ， 那么 对 角 线 的 每 个 长 度 都 恰好 出 
现 一 次 。 长 度 |4142|、|A14s|、|A144| 和 14145| 涵盖 了 我 们 
想 要 的 所 有 长 度 。 换 句 话说 , 问题 的 答案 可 以 写成 下 面 这 个 式 
子 : |414?|2 + 14143|2 十 |4144|? 二 14145|2。 对 于 更 一 般 的 情 
形 ， 我 们 想 要 计算 的 就 是 |4142? 十 … 十 |414m|?; 其 中 ， 当 
n 是 偶数 时 m = (n/2) +1,， 当 是 奇数 时 m= (nn 十 1)/2。 
此 可 以 给 出 这 个 问题 的 一 种 更 明确 的 表述 。 








设 以 点 A1, 42,… ,4 为 顶点 的 正 n 边 形 内 接 于 一 
个 半径 为 1 的 圆 。 当 n 为 偶数 时 , 令 m= (n/2)+1; 当 n 
为 奇数 时 , 令 m = (n 十 1)/2。 计算 量 铸 =|A142|? 十 … 十 
|A14ml? 的 值 。 





和 式 |4142|2 十 … 十 |41h4ml? 最 终 以 hy 为 结尾 ， 而 不 
是 以 更 常见 的 4 为 结尾 , 这 使 得 计算 不 太 方 便 。 但 是 可 以 用 
“加 倍 ” 的 方法 来 解决 这 个 问题 (不 像 在 问题 2.6 中 那样 ) 。 根 
据 对 称 性 ， 有 |414;| = |414j2_i|， 于 是 





1 
We 5(|4142| 十 |4143| 二 十 |44m 


十 [A14n,| 二 1414 1 十 …… 十 Wr Annain| js 





注意 ， 当 nn 为 偶数 时 ， 对 角 线 项 |414%j241|? = 4 计算 了 两 
次 。 对 上 式 进行 整理 ， 同 时 为 了 保证 对 称 性 ， 把 上 式 再 加 上 
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|4141|? 这 一 项 (因为 该 项 等 于 0)。 于 是 , 当 n 为 奇数 时 有 


1 
砚 一 


=35(A141P +|A142? +.…+|A1Anl), (16) 


当 为 偶数 时 有 


1 
二 


= 3 (A414 +|A1A2l? + + |A1Anl?) + 2. (17) 


(上 式 中 的 2 来 目 于 额外 的 对 角 线 项 |4A14wj241|? = 4 与 1/2 
的 乘积 。) 现在 就 可 以 很 目 然 地 引入 量 


立 =|4141 二 |4142 十 十 |414o (18) 


并 试 着 计算 Y 的 值 , 而 非 X 的 值 。 这 样 做 的 好 处 在 于 以 下 几 
点 。 
。 一 旦 知道 了 Y 的 值 , 就 可 以 根据 (16) 式 和 (17) 式 马 上 
推出 X 的 值 。 
。Y 具有 比 X 更 好 的 形式 , 从 而 Y 有 望 更 容易 计算 。 
。 在 求 Y 的 过 程 中 , 不 必 区 分 n 是 偶数 还 是 奇数 , 这样 就 
减少 了 工作 量 。 
再 来 回顾 一 下 前 面 n -= 3,4 6 这 些 较 小 取 值 时 的 表格 ， 
并 计算 出 这 些 情形 所 对 应 的 Y 值 (可 以 利用 (16) 式 和 (17) 
二 
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n XX Y 
2? 4? 47 
3 3 6 
4 6 8 
6 8 12 


根据 这 个 表格 , 可 以 推测 出 站 = 2n。 由 (16) 式 和 (17) 式 
可 知 ， 这 意味 着 当 n 为 奇数 时 X = n; 当 n 为 偶数 时 X = 
n 十 2。 这 或 许 就 是 正确 答案 , 但 还 需要 进一步 给 出 证 明 。 

现在 是 时 候 来 使 用 向 量 几 何 了 ， 因 为 它 提供 了 一 些 有 用 
的 工具 来 处 理 像 (18) 式 这 样 的 表达 式 。 因 为 向 量 wv 的 长 度 的 
平方 可 以 简单 地 用 它 自身 的 点 乘 运算 vv 来 表示 , 所 以 可 以 
把 Y 写成 














T= 





+ (A = A (A = MA)s 


此 时 ,A1,… , 4 被 看 作 疝 量 ， 而 不 是 点 。 可 以 把 坐标 原点 放 
在 任意 位 置 上 , 但 是 最 符合 逻辑 的 做 法 是 以 圆 的 中 心 为 坐标 
原点 (次 优 做 法 是 让 A1 作为 坐标 原点 )。 把 坐标 原点 放 在 圆 
心 位 置 上 ， 最 直接 的 优势 就 在 于 所 有 向 量 41,… ,4 的 长 度 
都 等 于 1, 于 是 就 有 41 . 4; = 4 . 42 = .…:= 4%: An=1。 特 
别 是 ,可 以 利用 癌 量 运算 得 到 

(而 二 
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于 是 Y 可 以 展开 成 





0 OE 0 EE 
经 过 合并 和 化 简 处 理 ， 得 到 


0 





已 经 猜 到 和 = 2n 了 。 如 果 可 以 证 明 向 量 和 Ai 十 Az 十 … 十 A 
等 于 0， 那么 猜想 就 得 到 了 证 实 。 由 对 称 性 可 知 ， 这 是 显然 成 
芯 的 。( 由 于 这 些 癌 量 以 同样 的 力度 朝 着 各 个 方 各 “ 拉 伸 ” 它 
们 合成 的 结果 就 一 定 为 0。 也 可 以 说 , 正 多 边 形 的 质心 与 它 的 
中 心 是 重合 的 。 我们 总 是 在 设法 利用 对 称 性 ,) 于 是 Y = 2m， 
那么 就 可 以 进一步 得 到 ， 当 nn 为 奇数 时 X = mn; 当 n 为 侦 数 
时 X=n+2。 

有 些 人 可 能 对 上 面 轻描淡写 地 论述 41 十 … 十 4An= 二 0 的 
对 称 性 感到 不 满 。 可 以 利用 三 角 学 或 者 复数 的 知识 来 给 出 一 
个 更 具体 的 证 明 ， 但 这 里 还 有 一 种 更 清晰 的 方法 来 论证 对 称 
性 , 或 许 能 让 你 更 加 满意 : 记 v = 41; +…:+ An。 现在 让 整个 
平面 围绕 原点 旋转 360°?/n， 这 使 得 所 有 顶点 A1,… , 4 都 移 
到 下 一 个 顶点 位 置 处 , 但 它们 的 和 w= 41 十 … 十 4， 并 没有 
发 生 改变 。 换言之 , v 围绕 原点 旋转 360"/m 之 后 仍然 回 到 起 
始 位 置 ， 而 能 使 上 述 结论 成 立 的 v 只 能 是 v = 0, 于 是 得 到 了 
想 要 的 41; 十 … 十 4 =0。 

对 于 上 述 论 证 ， 可 以 给 出 物理 解释 。 事 实 上 ， 平 方 和 了 
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根本 束 是 A 的 转动 惯量 ， a gia 
理 ( 博 查 特 , 1961, 第 370 页 ) 将 旋转 点 移 到 重心 位 置 





习题 5.1(**) 证 明 : 单位 立方 体 在 任意 平面 上 的 投影 面 
积 等 于 该 立方 体 在 该 平面 重 线 上 的 投影 长 度 。|[ 提 示 : 存在 
一 种 简单 的 向 量 解法 , 但 这 种 方法 要 求 熟练 应 用 i 
以 及 相关 运算 。 首 先 ， 选取 一 个 好 的 坐标 系 ， 并 找 出 你 

为 最 容易 处 理 的 向 量 。 然 后 ， 利 用 向 量 的 又 乘 、 点 冬运 算 
以 及 大 量 成 对 的 垂直 向 量 所 带 来 的 便利 , 写 出 题目 要 证 明 
的 结论 并 进行 相关 运算 。 此 外 , 还 要 利用 某 些 向 量 内 具有 
单位 长 度 这 一 事实 (从 而 有 uv:u=1) 一 旦 找到 了 
解 题 方法 ,你 就 可 以 重新 书写 证 明 过 程 ， 并 进一步 观察 利 
用 向 量 求解 有 多 么 简洁 . ] 


问题 5.2(*) “一 个 抵 形 被 划分 成 若干 个 小 撼 形 , 其 中 每 个 
小 矩形 都 至 少 有 一 条 长 度 为 整数 的 边 。 证 明 : 这 个 大 矩形 


至 少 有 一 条 长 度 为 整 和 数 的 边 
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这 个 问题 看 起 来 很 有 意思 ， 应 该 会 有 一 个 令 人 满意 的 解 
答 。 但 是 这 个 结论 有 些 奇 怪 : 如 条 每 个 小 矩形 都 有 一 条 《也 可 
能 有 很 多 条 ) 长 度 为 整数 的 边 , 那么 为 什么 大 矩形 也 应 该 有 一 
条 长 度 为 整数 的 边 呢 ? 如 果 研 究 的 对 象 不 是 和 矩形， 而 是 线段 ， 
那么 情况 就 变 简单 了 : 因为 长 线段 是 由 若干 个 长 度 为 整数 的 
小 线段 组 成 的 , 所 以 长 线段 的 长 度 如 是 在 干 整数 之 和 , 当然 就 
是 个 整数 。 这 种 一 维 情形 不 能 直接 为 二 维 情 形 提供 明显 的 帮 








数 。 根 据 这 个 事实 ,我 们 立即 想到 引入 一 个 便于 使 用 的 概念 
“整数 边 ”, 即 长 度 为 整数 的 边 。 

但 是 , 这 个 问题 还 可 能 与 拓扑 学 、 组合 学 , 甚至 更 复 傈 的 
数学 分 文 有 关联 。 之 所 以 这 么 说 主要 是 因为 题目 中 提 到 了 “ 划 
分 ”一 词 。 这样 的 说 法 有 点 太 笼统 了 。 为 了 把 握 好 这 个 题目 ， 
来 尝试 下 面 这 种 最 简单 〈 但 并 不 平凡 ) 的 划分 。 











我 们 得 到 了 两 个 小 矩形 ,并 且 它 们 都 至 少 有 一 条 整数 边 。 
但 这 些 整数 边 可 能 十 水 平 的 , 也 可 能 是 垂直 的 , 无 法 确定 具体 
是 哪 种 情况 。 假设 左 侧 的 小 算 形 有 一 条 垩 直 的 整数 边 。 因为 这 
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条 竺 直 边 的 长 度 与 大 算 形 垂直 边 的 长 度 相 等 ， 所 以 就 证 明了 
大 矩形 有 一 条 整数 边 。 那 么 , 接 下 来 就 假设 左 侧 的 小 矩形 有 一 
条 水 平 的 整数 边 

按照 类 似 的 推理 过 程 ， 可 以 假设 右 侧 的 小 矩形 有 一 条 水 
平 的 整数 边 。 因 为 大 卸 形 的 水 平 边 长 等 于 两 个 小 矩形 的 水 平 
边 长 之 和 , 所 以 大 窃 形 就 有 一 条 水 平 的 整数 边 。 因 此 ,对 于 大 
定形 被 划分 成 两 个 小 矩形 这 种 特殊 情形 ， 我 们 完成 了 对 这 个 
问题 的 证 明 。 但 它 应 该 如 何 推广 到 一 般 情 形 呢 ?〈 仅 当 例子 能 
够 揭示 出 如 何 解 决 一 般 问题 时 , 它 才 是 有 用 的 。) 通过 观察 上 
述 证 明 过 程 , 发 现 如 下 两 个 关键 要 素 。 

(a) 必须 分 情况 讨论 , 这 是 因为 每 个 小 和 矩形 的 整数 边 可 能 
是 垂直 的 ,也 可 能 是 水 平 的 。 
证 明 大 矩形 有 一 条 垂直 整数 边 的 唯一 途径 是 ， 找 到 
“一 系列 ”具有 焉 和 直 整 数 边 的 小 矩形 , 并 且 这 些小 挫 
形 能 够 以 条 种 恰当 的 方式 “合成 ”大 矩 形 。 下 面 给 出 
一 个 例子 ， 其 中 灰色 的 小 矩形 都 有 一 条 水 平 的 整数 
边 , 于 是 大 和 矩形 也 必定 有 一 条 水 平 的 整数 边 





(b 


Sa 
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根据 这 些 模糊 的 想法 ， 我 们 提出 下 面 这 个 不 很 明确 的 策 
略 。 





找到 一 系列 具有 水 平整 数 边 的 小 矩形 或 者 一 系列 具 
有 垂直 整数 边 的 小 矩形 ,使 它们 能 够 以 某 种 方式 “合成 ” 
大 拢 形 的 一 条 水 平整 数 边 或 垂直 整数 边 





要 对 每 一 种 可 能 的 划分 痢 找 到 这 样 一 系列 小 和 矩形。 划分 
很 难处 理 , 而 每 个 小 矩形 的 整数 边 有 可 能 是 水 平 的 , 也 有 可 能 
是 垂直 的 。 有 些小 矩形 还 可 能 同时 拥有 水 平 的 和 垂直 的 整 效 
边 。 那么 该 如 何 去 寻 找 能 够 处 理 所 有 这 些 可 能 情况 的 方法 呢 ? 

首先 考虑 这 个 问题 ， 这 一 系列 小 矩形 是 如 何 发 挥 作用 的 
呢 ? 如 采 能 够 找到 有 干 个 有 水 平整 数 边 的 小 矩形 , 并 且 它 们 像 
上 图 中 那样 一 个 接 一 个 地 紧密 “连接 ”在 一 起 , 那么 大 矩形 束 
有 一 条 水 平 的 整数 边 ， 这 是 因为 大 矩形 的 水 平 边 长 就 等 于 所 
有 小 矩形 的 水 平 边 长 之 和 。( 换 句 话说 ， 如 果 你 把 一 堆积 木 车 
加 在 一 起 ， 那 么 这 个 构造 的 总 高 度 就 等 于 所 有 积木 的 高 度 之 
和 。) 

在 寻找 这 样 一 系列 小 矩形 的 过 程 中 ,我 们 直到 的 一 部 分 
困难 是 : 不 知 志 哪些 小 矩形 有 水 平整 数 边 , 哪些 小 矩形 有 垩 下 
整数 边 。 为 了 使 可 能 的 情况 更 形象 化 , 想象 全 体 具有 水 平整 数 

边 的 小 矩形 都 被 染 成 了 绿色 ， 而 全 体 具 有 垩 和 直 整 数 边 的 小 矩 
形 都 被 染 成 了 红色 。( 同 时 具有 水 平整 数 边 和 和 垩 直 整 数 边 的 小 
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和 矩形 也 很 好 处 理 : 指定 它们 染 成 两 种 颜色 之 一 即 可 。) 现在 所 
有 的 小 矩形 都 被 染 成 了 绿色 或 者 红色 。 接 下 来 就 要 找到 一 系 
列 绿色 的 小 矩形 ， 使 得 大 算 形 的 两 条 垂直 边 能 够 被 这 些 绿 
的 小 矩形 连通 起 来 ; 或 者 找到 一 系列 红色 的 小 矩形 , 使 得 大 知 
形 的 两 条 水 平 边 能 够 被 这 些 红色 的 小 矩形 连通 起 来 。 

直接 证 明 法 好 像 是 行 不 通 的 , 试 一 下 反 证 法 。 假设 绿色 的 
小 矩形 无 法 连通 大 矩形 的 两 条 垂直 边 。 那 么 这 两 条 垂直 边 为 
什么 无 法 连通 呢 ? 其 原因 在 于 绿色 小 矩形 的 数量 不 够 多 : 它们 
必定 是 被 一 些 红色 的 小 矩形 阻 断 了 。 能 够 阻 断 绿色 小 矩形 连 
通 两 条 垂直 边 的 唯一 方法 就 是 : 红色 小 矩形 构成 了 一 个 无 缝 
的 屏 隐 。 但 这 个 由 红色 小 矩形 构成 的 无 颖 屏障 一 定 可 以 连通 
大 矩形 的 两 条 水 平 边 。 因此 ， 要么 存在 一 系列 绿色 小 矩形 连 
通 大 和 矩形 的 两 条 垂直 边 ， 要 么 存在 一 系列 红色 小 矩形 连通 大 
惩 形 的 两 条 水 平 边 。( 族 悉 六 贯 棋 游戏 的 人 或 许 能 看 出 这 里 的 
相似 之 处 。) 

(顺便 提 一 下 , 尽管 上 面 这 段 文字 已 经 很 直观 地 叙述 了 其 
中 的 原理 ， 但 是 想 要 严谨 地 从 拓扑 学 角度 来 证 明 它 还 需要 人 花 
费 些 功夫 。 人 简单 地 说 ， 全体 绿 色 区 域 所 构成 的 集合 可 以 划分 
成 在 干 相连 的 子 集合 。 假 设 所 有 这 些 子 集合 都 无 法 连通 大 拢 
形 的 两 条 垂直 边 ， 那 么 考虑 由 左 侧 垂直 边 以 及 与 其 相连 的 所 
有 绿色 子 集合 构成 的 并 集 ， 而 且 这 些 绿色 子 集合 也 必须 是 彼 
此 相连 的 。 于 是 , 从 外 侧 连 接 该 并 集 边界 的 一 个 小 的 条 形 区 域 
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将 被 染 成 红色 ， 而 这 个 红色 条 形 区 域 就 可 以 确定 一 系列 连通 
大 移 形 两 条 水 平 边 的 红色 小 矩形 。) 

现在 还 有 一 个 小 问题 ， 即 验证 那些 连通 大 算 形 两 条 垂直 
边 的 绿色 小 矩形 确实 能 够 保证 大 算 形 有 一 条 水 平整 数 边 。 这 
里 真正 成 为 问题 的 是 那些 多 余 的 矩形 , 它们 很 容易 被 丢掉 。 仪 
仅 在 角 上 相连 的 矩形 不 会 是 问题 ， 反 问 连接 的 矩形 也 很 容易 
处 理 。( 只 要 减 去 而 不 是 加 上 相应 的 整数 边 束 行 了 , 不 过 边 长 
之 和 始终 是 一 个 整数 。) 











问题 5.3 (泰勒 , 1989, 第 8 页) 平面 上 存在 一 个 有 限 点 
集 ， 其 中 任意 三 点 都 不 共 线 。 一 些 点 由 线段 相连 ， 但 每 个 
点 至 多 在 一 条 线段 上 . 现在 执行 下 面 的 操作 : 取 两 条 相交 


的 线段 ,比如 A4B 和 CD， 然后 删除 它们 并 用 线段 4C 和 
BD 来 代替 。 那么 , 请 问 这 种 操作 能 否 无 限 地 进行 下 去 ? 





首先 应 该 验证 一 下 ， 这 种 操作 不 会 导致 任何 退化 或 者 有 
野 义 的 状况 有 发生。 特别 是 ， 我 们 不 希望 出 现 “ 长 度 为 零 的 线 
段 ” 或 者 “两 条 线段 重合 ”的 情况 。 这 就 是 给 出 “每 个 点 至 多 
在 一 条 线段 上 ”这 个 条 件 的 原因 。 总 而 言 乙 , 这 点 很 容易 验证 
但 仍旧 应 该 引起 注意 。( 有 时 这 可 能 会 成 为 一 个 疑难 问题 !) 

在 尝试 过 一 些 例子 之 后 , 答案 似乎 是 “不 能 ”, 经 过 名 干 次 
操作 , 所 有 线段 都 逐渐 地 靠 问 外 侧 ， 而 且 彼 此 也 不 再 相交 。 但 
这 只 是 文字 上 的 简单 表述 ， 我 们 应 该 如 何 用 数学 语言 来 描述 
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这 个 过 程 呢 ? 

要 说 明 的 是 , 在 每 次 操作 之 后 , 这 个 系统 的 “线段 的 靠 外 
性 ”必定 会 以 某 种 方式 增加 。 但 这 个 过 程 不 会 无 限 地 进行 下 
去 ， 因 为 该 系统 只 存在 有 限 种 可 能 的 构 型 。 最 终 , “线段 的 靠 
外 性 ”达到 最 大 值 ， 这 种 操作 也 就 停止 了 。( 也 就 是 说 ， 当 事 
情 无 法 继续 进行 下 去 时 , 它 就 会 停止 。) 

于 是 , 接 下 来 就 要 做 下 面 这 些 工作 。 

(a) 找到 系统 中 某 个 能 用 数值 来 表述 的 特征 。 该 特征 可 以 
是 交点 的 个 数 、 线 段 的 条 数 , 也 可 以 是 精心 挑选 的 点 
的 分 数 之 和 (就 像 飞 镖 游戏 中 那样 )。 它 必须 反映 出 
“线段 的 靠 外 性 ”; 也 就 是 说 ， 当 所 有 线段 都 分 散 到 
边缘 时 ,这 个 数值 应 当 变 得 更 大 。 

在 每 次 操作 之 后 , 这 个 特征 都 必须 增 大 (或 者 保持 不 
变 , 但 这 种 特征 就 弱 了 很 多 )。 

[例如 , 熟悉 “豆芽 游戏 ”的 人 可 能 会 注意 到 , 每 前 进一步 
(连接 两 个 点 并 放置 第 三 个 点 ), 有 效 的 出 口 数 (一 个 出 口 就 是 
指 从 某 个 点 出 发 且 尚 未 使 用 过 的 一 条 边 ; 每 个 点 最 初 都 有 三 
个 出 口 ) 就 会 减少 一 个 (一 条 线 要 用 掉 两 个 出 口 , 而 一 个 新 的 
点 又 会 产生 一 个 新 的 出 口 )。 这 表明 整个 游戏 不 会 无 限 地 进行 
下 去 , 因为 出 口 总 会 用 完 的 。] 

现在 要 找到 一 个 能 同时 满足 (a) 和 (b) 的 特征 。 这 里 不 存 
在 唯一 解 ， 因 为 很 多 特征 都 能 同时 满足 (a) 和 (b)。 但 只 需要 


(b 
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一 个 束 够 了 。 最 好 的 方法 就 是 猜测 一 个 简单 的 特征 , 并 期 望 它 
能 派 上 用 场 。 

先 来 看 一 下 最 简单 的 情形 。“ 点 的 个 数 ” 如 何 ? 因为 点 的 
个 数 始 终 不 会 发 生 改 变 ， 所 以 它 没有 什么 用 。 鉴 于 同样 的 原 
因 ,“ 线 段 的 条 数 ” 也 用 不 上 。“ 交 点 的 个 数 ” 看 起 来 可 能 会 
得 看 ; 但 在 每 次 操作 之 后 , 交点 的 个 数 并 不 总 是 减少 的 (尽管 
最 终 一 定 会 减少 )， 从 下 图 中 可 以 看 出 这 一 点 。 


7/ 。 一 DLL 


几 一 一 一 一 一 
B 





交点 由 一 个 变 成 了 三 个 。 

当 两 条 相交 的 线段 变 成 两 条 不 相交 的 线段 时 ， 什 么 会 减 
少 昵 ? 可 以 看 到 ， 这 些 线段 以 某 种 方式 变 得 更 加 分 散 了 。 从 
这 一 点 来 看 ， 或 许可 以 尝试 把 “线段 之 间 的 距离 之 和 ”看 作 
特征 , 但 它 处 理 起 来 并 不 容易 。 然 而 按照 类 似 的 思路 , 最 终 会 
想到 “线段 的 长 上 度 之 和 ”这 个 概念 ; 在 每 次 操作 之 后 , 不 仅 线 
段 变 得 更 加 分 散 ， 线 段 长 度 也 会 变 得 更 短 〈 三 角 不 等 式 一 一 
三 角形 的 任意 两 条 边 长 之 和 总 是 大 于 第 三 边 一 一 非常 完美 地 
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诠释 了 这 一 点 )。 这 意味 大 在 每 次 操作 之 后 , 所 有 线段 的 长 度 
之 和 一 定 会 减少 。 因此 这 种 操作 无 法 循环 , 也 不 可 能 永远 进行 
下 去 (因为 这 些 点 是 固定 的 , 所 以 连接 这 些 固 定点 的 线段 只 有 
有 限 种 可 能 的 情况 )。 问 题 从 而 得 到 了 解决 。 

因为 每 次 操作 都 会 改变 两 条 线段 ， 所 以 任何 被 考察 的 特 
征 都 应 当 用 单个 线段 来 表述 ， 而 不 应 该 用 交点 或 者 其 他 属性 
来 表述 。 这 些 单个 的 线段 实际 上 只 有 三 种 属性 : 长 度 、 位 置 和 
方 问 。 位 置 和 方 同 这 类 属性 并 不 会 真正 地 减少 或 增加 。 例 如 ， 
总 方 问 (不 管 它 是 什么 ) 不 可 能 在 每 次 操作 之 后 都 始终 沿 着 顺 
时 针 方 辐 转动; 如 果真 的 有 规律 , 为 什么 是 顺 时 针 而 不 是 逆 时 
针 方向 呢 ? 因此 , 把 位 置 和 方 回 看 作 特 征 并 不 会 融 给 我 们 好 的 
结 末 。 顺 时 针 和 逆 时 针 之 间 并 不 存在 真正 的 差异 , 但 长 与 短 之 
间 却 有 看 明显 的 区 别 。 基 于 这 一 点 ， 我们 能 够 利用 的 只 有 “总 
长 度 ” 这 一 种 思路 。 





























问题 5.4 (泰勒 ，1989, 第 34 页 ， 问 题 2) 有 个 男孩 站 
在 一 个 正方 形 的 游泳 池 中 央 ， 他 的 老师 (不 会 游泳 ) 站 在 
游泳 池 的 一 个 角 上 。 老 师 奔 跑 的 速度 是 男孩 游泳 速度 的 
3 倍 , 但 男孩 比 老师 跑 得 快 。 那么 男孩 能 摆脱 老师 的 追赶 
吗 ? (假设 两 人 都 可 以 自由 移动 。 ) 











先 来 画 一 张 示意 图 , 并 在 其 中 标记 一 些 点 。 
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D C 


那么 男孩 就 位 于 图 中 的 O 点 位 置 ， 而 老师 的 出 发 点 就 是 
4 个 角 的 其 中 之 一 不 妨 把 它 设 为 4 点 。 还 可 以 把 游泳 池 
的 边 长 选 为 单位 长 度 。 

为 了 解决 这 个 问题 ， 首 先 应 该 问 一 问 目 己 答 案 应 该 是 什 
么 〈 只 有 当 你 知道 目 己 想 要 找 的 是 什么 的 时 候 , 才 可 能 找到 问 
题 的 真正 答案 )。 根据 题目 所 设 定 的 情形 , 答案 并 不 十 分 确定 : 
如 果 男 孩 能 够 逃脱 ,那么 他 必定 有 一 个 成 功 的 集 略 ; 否则 , 就 
是 老师 有 一 个 成 功 的 策略 ， 那 么 此 时 无 论 男 孩 想 什么 办 法 都 
始终 无 法 摆脱 老师 的 拦截 。 从 数学 角度 来 看 ， 后 面 这 种 可 能 
性 有 点 苛刻: 必须 找到 一 种 打上 略 , 能 够 阻止 男孩 所 有 可 能 的 行 
动 但 是 男孩 有 太 多 太 多 的 选择 (他 可 以 在 二 维 空间 中 眉 
由 移动 ,但 老师 却 只 能 被 限制 在 一 维 空间 中 。) 不 过 , 第 一 种 
可 能 性 是 比较 容易 处 理 的 , 不 需要 进行 大 量 试 错 : 我 们 要 做 的 
只 是 猜测 出 一 种 巧妙 的 策略 , 并 证 明 它 是 可 行 的 束 是 够 了 。 当 
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然 , 证 明 茶 种 策略 可 行 要 比 证 明 所 有 集 略 都 行 不 通 容 易 很 多 。 
于 是 , 假设 男孩 可 以 逃脱 。 这 看 起 来 应 该 是 两 种 选择 中 较 容易 
处 理 的 那个 : 始终 优先 处 理 较 简易 的 情况 , 这 样 或 许 能 帮助 你 
减少 一 些 艰难 的 后 续 工 作 。( 这 并 非 懒惰 ， 而 是 实用 。 只 要 能 
够 很 好 地 完成 任务 , 容易 的 方法 当然 要 比 难 的 方法 好 。) 

男孩 奔跑 的 速度 比 老师 快 ， 这 车 味 看 只 要 男孩 能 够 上 翌 
并 且 没 说 老师 拦截 住 , 那 他 就 一 定 可 以 逃脱 。 因 此 ， 男 孩 的 首 
要 日 标 就 是 离开 游泳 池 。 既然 已 经 弄 清楚 了 这 一 点 , 那么 目前 
男孩 的 奔跑 速度 就 不 再 那么 重要 了 。 

在 开始 设计 集 略 之 前 ，, 先 用 常识 排除 一 些 行 不 通 的 集 略 ， 
并 把 若干 有 望 成 功 的 策略 选 出 来 。 首 先 ,男孩 应 该 会 以 最 快 的 
速度 移动 。 尽 管 他 有 可 能 通过 减速 获得 一 些微 弱 的 优势 , 但 老 
师 也 能 很 容易 地 通过 减 慢 速度 来 与 他 保持 一 致 。 类 似 的 论述 
可 以 说 明 , 停 下 来 是 没 用 的 , 因为 老师 也 可 以 停 下 来 等 每 男孩 
再 次 移动 (站 在 男孩 的 角度 上 来 说 , 这 样 僵持 下 去 不 可 能 电 得 
胜利 )。 其 次 , 还 可 以 假定 老师 是 不 容易 对 付 的 ,他 将 始终 坚 
守 在 游泳 池 边 (为 什么 要 离开 泳池 边 呢 ?这 只 会 让 老师 的 行动 
慢 下 来 )。 再 次 , 由 于 男孩 想 要 尽快 到 达 游 泳池 边缘 (或 者 说 ， 
至 少 要 比 老师 更 快 到 达 那 里 ), 那么 男孩 沿 看 和 直线 这 条 最 短 的 
(从 而 也 是 最 快 的 ) 线路 移动 或 许 束 是 我 们 答案 一 部 分 ， 尽管 
在 途中 突然 转弯 可 能 会 为 男 防 带 来 一 些 好 处 。 最 后 , 这 个 策略 
不 应 该 完全 在 事先 确定 下 来 ， 而 应 在 一 定 程 度 上 与 老师 的 行 
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动 有 关 。 些 苋 , 倘 寿 老师 知道 男孩 将 晓 贬 前 行 到 泳池 一 角 ， 比 
如 吾 点 ,而 男孩 仍然 愚蠢 地 按照 事先 确定 的 计划 行事 ， 那 么 
老师 只 需要 直接 跑 到 B 点 等 待 男孩 上 岸 就 行 了 。 

总 而 言 之 , 男孩 的 最 佳 策略 中 应 该 包含 “以 最 快 的 速度 治 
者 直线 狐 冲 ”这 一 点 。 此 外 , 该 策略 还 应 当 依 据 老师 的 行动 进 
行 灵活 的 改变 。 

根据 这 个 一 般 性 的 指导 准则 ， 可 以 去 党 试 一 些 策略 。 显 
然 ， 男 孩 应 该 朝 痢 远离 老师 的 方向 移动 : 直 奔 角 4 就 不 是 明 
智之 举 。 直 觉 告 诉 我 们 ， 男孩 应 该 沿 直线 游 问 C 点 ， 因 为 C 
点 与 4 点 的 距离 最 远 。 此 时 ,男孩 需要 游 V2/2 = 0.707 个 单 
位 长 度 ,， 而 老师 则 必须 沿 着 线路 4A 一 B 一 C 或 4 一 D 一 C 
到 达 男 孩 上 岸 的 位 置 , 他 所 跑 的 距离 是 游泳 池 的 两 个 边 长 。 不 
过 因为 老师 奔跑 的 速度 是 男孩 游泳 速度 的 3 倍 ， 所 以 当 男 孩 
只 游 了 2/3 = 0.667 个 单位 长 度 时 , 老师 已 经 到 达 了 C 点 。 
此 , 这 种 方法 是 不 可 行 的 : 老师 比 男 孩 先 到 。 

采取 机 动 方 案 要 比 一 味 地 奔跑 好 。 毕竟 , 当 人 们 离开 游泳 
池 时 , 首先 想到 是 设法 从 泳池 边 上 岸 ,而 不 是 池 角 。 壁 如 ,可 
以 试 着 让 男孩 从 点 B 和 点 C 的 中 点 M 上岸。 在 这 种 情况 下 ， 
男孩 只 需要 游 1/2 = 0.5 个 单位 长 度 , 而 老师 也 不 必 跑 那么 长 
的 距离 ， 只 需 沿 着 线路 4 一 B 一 M 跑 1.5 个 单位 长 度 就 可 
以 了 。 因 为 老师 的 速度 是 男孩 游泳 速度 的 3 倍 , 所 以 当 男 孩 上 
尾 时 老师 恰好 把 他 抓 住 。 
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当 男孩 选择 从 泳池 边 上 岸 时 ， 老 师 差 一 点 就 让 男孩 跑 掉 
了 。 如 果 老 师 的 速度 再 稍微 慢 一 点 ， 男 孩 就 能 够 逃脱 。 这 表明 
T 

。 老 师 的 速度 恰好 是 能 够 拦截 男孩 所 需 的 最 小 速度 ; 
。 老 师 的 速度 恰好 是 能 够 让 男孩 逃脱 的 最 大 速度 。 

这 让 问题 变 得 有 些 复杂 ， 因 为 老师 的 速度 似乎 处 于 临界 
状态 。 如 果 老 师 的 速度 再 稍微 慢 一 点 ， 那 么 男孩 径直 游 向 泳 
池 边 就 一 定 可 以 逃脱 , 倘若 老师 的 速度 变 快 很 多 , 那么 他 可 能 
只 需要 跟随 男孩 奔跑 就 行 了 。 比 如 , 当 男 孩 沿 顺 时 针 方 向 移动 
时 ,老师 也 沿 着 顺 时 针 方向 跑 ,等 等 。 常识 无 法 给 出 定论 , 我 
们 还 要 做 些 计算 。 

如 果 男 孩 选择 游 向 泳池 边 ， 那 么 老师 必须 不 停 地 奔跑 才 
能 刚好 跟 上 他 。 换 名 话说 , 只 要 男孩 暗示 了 自己 将 要 移动 的 方 
向 , 那么 他 就 可 以 迫使 老师 进行 移动 。 由 于 男孩 在 一 定 程 度 上 
拥有 主导 权 ， 那么 这 种 可 以 控制 双方 移动 的 主导 权 就 变 成 了 
一 种 强 有 力 的 工具 。 能 不 能 对 这 个 工具 加 以 利用 呢 ? 

假定 男孩 沿 直 线 朝 着 BC 中 点 M 全 速 前 进 。 在 这 种 情况 
下 ， 老 师 只 能 先 跑 向 点 B 然后 再 直 奔 M 点 ， 除 此 之 外 别 无 
选择 。 如 果 老 师 转变 方向 或 者 采取 其 他 行动 , 那么 男孩 只 要 持 
续 前 进 就 能 在 老师 之 前 到 达 泳 池 边 。 然 而 , 男孩 没 必要 一 直 洲 
到 岸 边 一 暗示 一 下 就 足以 让 老师 接着 跑 下 去 。 最 后 的 结果 
是 , 男孩 能 够 迫使 整个 局 面 变 成 下 面 这 样 的 状态 。 
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当 男 孩 全 速 游 到 泳池 中 的 某 点 X 处 时 , 老师 一 定 在 Y 点 
处 (Y 点 满足 |4Y| = 3|OX|)。 一 方面 ,， 男孩 到 达 X 点 之 前 ， 
老师 的 速度 不 足以 快 到 超过 了 点 ; 另 一 方面 ， 如 果 老 师 没 有 
到 达 Y 点 ， 那 么 男孩 继续 游 问 M 点 就 可 以 摆脱 老师 。 因 此 ， 
此 时 老师 必须 在 Y 点 处 。 
ee 男孩 在 X 点 处 ， 而 老师 被 迫 
到 达 Y 点 处 。 那 么 男孩 是 否 有 必要 继续 游 癌 M 点 呢 ? 男孩 
将 要 洲 况 M 局 ee 以 让 老师 到 达 他 现在 的 位 置 (Y 
点 )。 但 暗示 和 现实 是 不 一 样 的 。 既 然 老 师 已 经 被 限制 在 了 AB 
边 上 ,那么 男孩 为 什么 不 选择 朝 着 对 边 CD 狐 冲 过 去 呢 ? 他 
只 要 游 半 个 边 长 的 距离 就 可 以 上 上 岸 了 ， 而且 这 与 第 一 次 考虑 
让 男孩 冲 癌 泳池 边 的 情况 是 不 同 的 ， 此 时 老师 正 处 于 不 利 的 
位 置 。 实际 上 , 如 果 X 点 和 O 点 之 间 的 距离 小 于 边 长 的 四 分 
之 一 ,那么 就 能 很 容易 地 证 明 : 老师 距离 男孩 太 远 , 无 法 抓 住 
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男孩 。 这 样 ， 男孩 束 能 很 轻易 地 逃脱 了 。 


习题 5.2(*) 假设 老师 奔跑 的 速度 是 男孩 游泳 速度 的 6 
ED (RT mM OVP 
NN 
个 正方 形 ， 老 师 就 会 获得 优势 。) 


习题 5.3(**) ”假设 游泳 池 是 圆 形 的 , 而 不 是 正方 形 的 , 那 
么 男孩 显然 能 够 逃脱 ( 他 只 要 朝 着 与 老师 所 在 位 置 相反 的 
方向 游 去 就 可 以 了 )。 但 如 果 老 师 奔 跑 的 速度 更 快 ， 情 况 
又 会 如 何 呢 ? 更 准确 地 说 ， 老 师 抓 住 男孩 所 需 的 最 小 速 
度 是 多 少 ?为 了 找到 一 个 下 界 ( 即 为 男孩 设计 一 个 逃脱 策 
略 ) 并 计算 出 一 个 上 界 (需要 为 老师 设计 一 套 完美 的 移动 
策略 ) 我 们 需要 巨大 的 创造 力 (或 者 变 分 学 的 知识 ) (对 
于 正方 形 游泳 池 , 也 可 以 提出 同样 的 问题 ; 但 与 圆 形 泳池 
相 比 ， 这 需要 使 用 更 多 的 技巧 。) 
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有 时 候 ， 数 学 会 被 看 成 一 个 庞大 的 体系 ， 就 像 一 株 树 那 
样 。 它 分 成 看 干 个 大 的 分 文 , 而 这 些 大 分 文 又 各 目 划 分 成 许多 
专门 的 领域 。 你 只 有 人 到达 树 的 末端 才能 看 到 花 朱 和 果实 。 

然而 , 对 数学 进行 如 此 整洁 详细 的 划分 并 不 是 一 件 容易 的 
事 。 其 原因 在 于 , 这 些 分 文 之 间 总 会 存在 一 些 模糊 的 领域 ,而 
上 且 还 有 一 些 特殊 领域 存在 于 经 典 领域 之 外 。 

接 下 来 的 这 些 问题 既 不 完全 属于 博弈 论 和 组 合 学 ， 也 不 
完全 在 线性 规划 范畴 之 内 。 它们 只 不 过 是 一 些 很 有 趣 问题 。 











问题 6.1 (泰勒 , 1989, 第 25 页 , 问题 5) 假设 某 个 岛 上 
生活 着 13 只 灰色 的 变色 龙 ，15 只 棕色 的 变色 龙 以 及 17 
只 深 红色 的 变色 龙 。 当 两 种 不 同 颜色 的 变色 龙 相 遇 时 ， 它 
们 都 会 变 成 第 三 种 颜色 ( 例如, 一 只 棕色 变色 龙 和 一 只 深 
红色 的 变色 龙 相 遇 后 ， 它 们 都 会 变 成 灰色 ) 而 且 这 是 它 
们 唯一 的 变色 机 会 。 请问: 岛 上 所 有 的 变色 龙 最 终 是 否 有 
可 能 都 变 成 同一 种 颜色 ? 








题目 中 的 “最 终 ” 一 词 使 得 这 个 问题 多 少 有 些 开 放 式 问题 
的 味道 。 这 意味 痢 , 我 们 需要 确定 在 变色 龙 所 有 可 能 的 颜色 组 
合 中 是 否 存在 这 样 一 种 可 能 性 : 全 体 变 色 龙 具有 同一 种 颜色 。 

从 局 发 式 思维 的 角度 来 看 , 首先 应 该 洽 试 一 下 “答案 是 否 
定 的 ”这 种 可 能 性 。 如果 答案 是 肯定 的 , 那么 就 应 当 存 在 一 系 
列 具 体 的 步骤 来 实现 这 个 目标 。 这 听 起 来 更 像 是 个 计算 方面 
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的 问题 ， 而 不 是 数学 方面 的 。 此 外 ， 这 个 问题 出 自 数学 竞赛 
所 以 我 们 有 理由 相信 对 这 个 问题 的 肯定 回答 是 不 正确 的 。 因 
此 , 我 们 试 着 去 证 明 否 定 的 答案 。 

为 了 证 明 这 一 点 ， 先 弄 清 楚 哪 些 状态 是 可 以 实现 的 以 及 
哪些 状态 是 无 法 实现 的 , 或 许 是 个 不 错 的 主意 。 一 旦 找到 了 其 
中 的 规律 , 也 就 有 了 明确 的 证 明 目 标 。 正 如 在 前 面 几 章 中 所 看 
到 的 那样 , 想 要 解决 一 个 数学 问题 , 你 通常 需要 先 猜测 一 个 中 
间 结 果 。 这 个 中 间 结 果 可 以 推导 出 结论 , 但 它 在 逻辑 上 并 不 
与 结论 等 价 。 虽然 从 逻辑 角度 来 看 你 可 能 需要 证 明 一 个 更 难 
的 问题 , 但 实际 上 它 会 提出 一 个 与 已 知 条 件 更 加 接近 的 目标 ， 
也 会 有 一 个 更 明确 的 努力 方向 。 另 外 一 点 好 处 就 是 , 把 结论 进 
行 推广 有 助 于 删除 一 些 无 关 紧 要 的 信息 。 

下 面 给 出 一 个 简单 的 例子 。 假 设 在 国际 象棋 棋盘 的 一 个 
角 上 放 着 一 个 象 ( 象 沿 对 角 线 移动 ), 我 们 要 证 明 这 个 象 绝 不 
可 能 移动 到 与 它 相 邻 的 角 ( 即 任意 一 个 不 与 它 相 对 的 角 ) 上 。 
不 直接 证 明 这 个 结论 ， 而 是 去 证 明 更 一 般 的 “该 象 只 能 移动 
到 具有 相同 颜色 的 方 格 内 ”这 一 结论 (棋盘 是 由 黑白 交错 的 方 
格 组 成 的 )。 从 逻辑 角度 来 看 ， 要 证 的 内 容 变 得 更 多 了 , 但 现 
在 很 容易 就 能 看 出 下 一 步 应 该 怎么 做 ( 象 每 移动 一 次 都 会 信 
留 在 相同 颜色 的 方 格 中 ; 因此 , 不 管 它 怎么 移动 都 无 法 离开 这 
种 颜色 的 方 格 )。 

不 管 怎样 , 我 们 先 引 入 一 些 恰当 的 符号 ( 即 一 些 数字 和 方 
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程 )。 在 任何 给 定 的 时 刻 , 唯一 的 重要 信息 只 能 是 灰色 变色 龙 
的 数量 、 标 色 变 色 龙 的 数量 以 及 深 红 色 变 色 龙 的 数量 〈 题 目 
的 设 定 不 允许 变色 龙 有 任何 其 他 额外 的 颜色 )。 可 以 用 一 个 三 
维 癌 量 把 上 述 信 息 有 效 地 表示 出 来 。 于 是 , 变色 龙 的 初始 状态 
就 是 (13,15,17); 而 题目 要 问 的 则 是 ， 能 人 否 通过 改变 颜色 让 变 
色 龙 达到 (45,0,0)、(0,45,0) 或 者 (0,0,45) 的 状态 。 这 种 改变 
颜色 的 操作 就 是 把 其 中 两 个 华 标 分 量 都 减 去 1, 同时 把 第 三 个 
坐标 分 量 加 上 2。 因 此 , 我 们 将 得 到 一 个 癌 量 表达 式 , 而 它 实 
际 上 就 是 一 个 解决 问题 的 突破 口 。 

《下面 给 出 证 明 的 一 个 简要 轮廓 。 设 a = (-1, 一 1,2), b= 
(1,2, 一 1) 和 c = (2, 一 1, 一 1)。 此 时 ， 两 只 变色 龙 相 遇 就 可 
以 表示 成 把 向 量 gc、 和 c 中 的 一 个 加 到 当前 的 “状态 向 量 ” 
上 。 于 是 ， 系 统 所 能 达到 的 任何 一 个 状态 都 必定 可 以 表示 成 
(13,15,17) 十 la 十 mb 十 nc 的 问 量 形式 , 其 中 1、m 和 7 都 是 整 
数 。 因此 , 要 证 明 的 就 是 像 (45,0,0) 这 样 的 向 量 无 法 表示 成 上 
述 形式 。 这 在 克 莱 默 法 则 和 初等 于 番 图 运算 中 是 一 件 很 简单 
的 事情 。) 

来 尝试 一 种 更 好 的 方法 。 就 像 前 面 的 概述 那样 , 找 出 变色 
龙 所 有 可 能 的 颜色 组 合 。 首 先 ， 变色 龙 的 总 量 是 保持 不 变 的 ， 
但 这 在 本 题 中 没有 多 大 用 处 (尽管 在 一 些 类 似 的 问题 中 , 有 时 
考察 总 体 数 量 会 是 个 不 错 的 想法 )。 其 次 ,两 只 颜色 不 同 的 变 
色 龙 将 “融合 ”成 第 三 种 颜色 。 我 们 要 重点 考察 这 种 融合 现象 。 
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这 类 似 于 把 两 个 水 平面 高 度 不 同 的 容 需 确 部 连通 时 它们 的 水 
位 就 会 “融合 ”到 中 间 位 置 , 但 两 者 所 容纳 的 总 水 量 是 保持 不 
变 的 。 那 么 能 不 能 次 “颜色 总 量 ” 保 持 不 变 呢 ? 

显然 要 定义 “颜色 总 量 ” 这 个 概念 , 使 它 能 够 很 好 地 适用 
于 数学 领域 。 例如 , 一 只 灰色 的 变色 龙 和 一 只 深 红色 的 变色 龙 
将 “融合 ”成 两 只 标 色 的 变色 龙 。 如 果 把 灰色 的 色 值 设 定 为 
0,， 标 色 的 色 值 设 定 为 1, 深 红色 的 色 值 设 定 为 2, 那么 此 时 的 
“颜色 总 量 ” 就 是 恒定 的 〈 一 个 0 和 一 个 2 合并 成 两 个 1)。 但 
是 ， 当 我 们 试图 融合 一 只 深 红 色 的 变色 龙 和 一 只 标 色 的 变色 
龙 时 ， 上面 这 种 说 法 就 不 成 六 了。 这 样 看 起 来 , 好 像 找 不 到 一 
个 分 值 体 系 能 够 同时 适用 于 融合 的 所 有 三 种 (甚至 两 种 ) 可 能 
情况 。 

造成 这 种 困境 的 原因 在 于 “融合 ”操作 具有 循环 性 , 但 也 
不 要 因此 而 彻底 放弃 ! 取得 部 分 成 功 〈 或 部 分 失败 ) 可 能 是 迈 
加 真正 成功 的 其 中 一 步 〈 那 么 同样 地 , 对 于 那些 微不足道 的 成 
功 , 也 不 要 太 过 兴奋 )。 考 察 三 原色 : 红色 、 蓝 色 和 绿色 。 当 一 
束 红 光 和 一 束 绿 光 重 合 时 ， 束 得 到 了 一 束 上 共有 双 倍 党 度 的 此 
色光 ， 即 一 束 非 蓝 色 的 光 。 这 三 种 原始 颜色 也 是 相互 循环 的 。 
根据 这 种 色光 原理 ， 我 们 能 否 通 过 类 比 得 到 一 些 局 示 呢 ? 

这 两 个 问题 唯一 的 本 质 区 别 就 是 , 在 三 原色 问题 中 , 红色 
和 绿色 合成 的 是 非 蓝 色 ， 而 不 是 蓝 色 。 但 是 , 等 一 下 ! 可 以 利 
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用 模 运 算 的 方法 让 更 色 等 价 于 非 殴 色 。 根 据 这 一 点 ， 和 尝试 考 
察 (mod 2) 的 向 量 : 向 量 以 (1,1,1) 为 开端 ， 要 阻止 它 变 成 
(1, 0,0)、(0,1,0) 或 (0,0,1)。 遗 憾 的 是 ， 这 种 做 法 行 不 通 。 但 
现在 我 们 已 经 突破 了 瓶颈 , 可 以 去 尝试 一 下 其 他 模 数 。 我们 很 
快 想到 了 模 数 3 (毕竟 , 这 里 循环 的 颜色 有 三 种 )。 现在 可 以 采 








用 下 述 方法 中 的 任何 一 个 来 求解 问题 。 





(向 量 方法 ) 初始 向 量 (13,15, 17) 现在 就 变 成 了 (1, 0, 2) 
(mod 3); 而 研究 结果 显示 颜色 的 改变 只 能 使 加 量变 成 
(1,0,2)、(0, 1,2) 和 (1,2,0), 绝 不 可 能 产生 三 个 目标 向 量 
(45,0,0)、(0, 45,0) 和 (0,0,45) 中 的 任何 一 个 ， 因为 它们 
都 等 于 (0,0,0) (mod 3)。 

( 闫 色 总 量 的 方法 ) 之 前 讨论 过 的 计算 “颜色 总 量 ” 的 方法 
为 每 种 颜色 的 色 值 指定 了 一 个 数 。 既 然 已 经 想到 了 模 数 ， 
那么 为 什么 不 利用 模 运 算 来 设 定 色 值 呢 ? 例如 , 把 灰色 的 
色 值 设 定 为 0 (mod 3), 标 色 的 色 值 设 定 为 1 (mod 3), 深 
红色 的 色 值 设 定 为 2 (mod 3)。 这 种 方法 是 可 行 的 ， 因 为 
总 色 值 一 定 能 够 保持 不 变 (融合 的 三 种 可 能 情况 都 不 会 
改变 总 色 值 你 可 以 自己 试 一 试 )。 总 色 值 最 初等 于 
13x0++15x1 十 17x2=1 (mod 3), 但 我 们 的 三 个 目标 
(45 个 灰色 , 45 个 棕色 或 者 45 个 深 红色 ) 的 色 值 都 等 于 
0 (mod 3)。 
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习题 6.1 6 位 音乐 家 一 同 参加 某 个 音乐 节 。 在 每 场 音 乐 
会 上 ， 一 些 音乐 家 演奏 ， 而 其 他 音乐 家 都 作为 观众 在 台 
下 倾听 . 为 了 使 每 一 位 音乐 家 都 能 作为 观众 欣赏 到 其 他 所 
有 音乐 家 的 表演 ,请 问 至 少 需 要 安排 多 少 场 音乐 会 ?( 提 
示 : 显然 , 在 一 场 音 乐 会 上 ， 并 不 是 每 一 位 音乐 家 都 能 欣 
赏 到 其 他 所 有 音乐 家 的 演奏 ， 所 以 为 了 保证 实现 所 有 “ 欣 
党 的 可 能 性 ”， 音 乐 会 一 定 不 止 一 场 。 沿 着 这 种 思路 并 引 
入 一 种 恰当 的 “记分 ”方法 ,你 将 会 得 到 音乐 会 场 数 的 一 
个 合理 下 界 。 接 下 来 再 找到 一 个 满足 下 界 的 例子 , 问题 就 
解决 了 . ) 


习题 6.2 只 昨 星 位 于 同一 直线 上 .。 每 一 秒 ， 都 会 有 一 
只 ( 且 只 有 一 只 ) 昨 旺 跳 过 另 一 只 昨 星 . 证 明 : 在 1985 秒 
之 后 ，3 只 是 蚂 的 排列 次 序 不 可 能 与 初始 状态 一 立 。 


习题 6.3 ”假设 有 4 枚 棋子 摆 成 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 。 
现在 假设 你 走 棋 的 次 数 不 受 限制 ; 而 且 你 每 次 走 棋 都 会 跳 
过 一 个 事先 选 定 的 棋子 ， 从 而 到 达 一 个 新 的 位 置 。 同 时 ， 
这 个 被 跳 过 棋子 与 走 棋 棋 子 新 位 置 的 距离 要 等 于 它 与 走 
棋 棋子 原来 位 置 的 距离 ( 当然 , 方向 是 相反 的 ). 此 外 ,对 
于 两 枚 棋子 距离 多 远 才 能 这 样 跳 没有 任何 限制 . 那么 通过 
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移动 这 些 棋 子 ， 能 否 将 其 重新 排 成 一 个 边 长 为 2 的 正方 
形 呢 ? ( 如 果 你 的 思路 恰好 对 路 ， 那么 这 个 问题 就 有 一 种 
非常 完美 的 解法 。) 





问题 6.2(*) 爱丽 丝 、 贝 蒂 和 卡 罗 尔 三 人 参加 同一 系列 考 
试 。 在 每 一 门 考试 中 ， 都 有 一 人 的 分 数 为 z， 另 一 人 的 分 


数 为 y， 而 第 三 个 人 的 分 数 为 z; 其 中 zx,y,z 是 不 同 的 正 
整数 .在 完成 所 有 考试 之 后 ,爱丽 丝 的 总 分 是 20, 贝蒂 的 
总 分 是 10, 而 卡 罗 尔 的 总 分 是 9。 如 果 贝 带 的 代数 成 绩 排 
名 第 一 ， 那么 谁 的 几何 成 绩 排 名 第 二 ? 





这 个 题目 给 出 的 信息 非常 少 ,我 们 所 知道 的 似乎 只 有 最 
后 的 总 分 。 那 么 该 如 何 由 总 分 得 到 各 个 单 科 的 成 绩 呢 ? 由 于 
题目 中 还 提供 了 其 他 可 以 利用 的 信息 , 应 该 能 够 找到 答案 。 首 
先 , 在 每 次 考试 中 (我 们 并 不 知道 一 共有 几 门 考试 )， 都 有 一 
个 女孩 的 分 数 为 z， 另 一 个 女孩 的 分 数 为 y, 第 三 个 女孩 的 分 
数 为 z。 这 是 一 条 不 寻常 的 信息 , 该 如 何 利用 它 呢 ? 

首先 , 可 以 试 着 把 它 与 第 三 条 信息 ( 即 贝蒂 的 代数 成 绩 排 
名 第 一 ) 配合 在 一 起 使 用 , 这 意味 着 贝蒂 的 代数 成 绩 是 x、y、z 
三 者 中 最 高 的 那个 。 为 了 方便 讨论 , 不 妨 设 x 是 三 者 中 最 大 
的 , z 是 三 者 中 最 小 的 ; 也 就 是 说 , z > y > z (不 要 访 了 已 知 
xz、y、z 是 三 个 不 同 的 数 )。 我 们 没有 丢失 任何 信息 , 而 是 进 一 
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步 简化 了 问题 : 认为 贝蒂 的 代数 成 绩 是 > 分 。 

但 对 于 其 他 科目 的 考试 ， 我 们 仍然 不 太 了 解 她 们 得 分 的 
各 种 可 能 性 。 例 如 , 在 几何 考试 中 , 可 能 是 爱丽 丝 得 z 分 ， 贝 
带 得 x 分 , 卡 罗 尔 得 y 分 ; 但 也 可 能 是 爱丽 丝 得 x 分 ， 贝 带 
得 y 分 , 卡 罗 尔 得 z 分 。 在 所 有 这 些 可 能 的 结果 中 , 有 没有 哪 
个 量 是 保持 不 变 的 呢 ? 哦 一 一 在 每 次 考试 中 ,三 个 人 的 分 数 
之 和 是 保持 不 变 的 。 不管 z、y、z 在 三 人 之 间 是 如 何 分 配 的 ， 
每 次 考试 的 分 数 之 和 始终 等 于 x 十 y 十 z。 关 于 分 数 之 和 ， 还 
知道 哪些 信息 呢 ? 我 们 还 知道 三 个 人 所 有 考试 的 分 数 之 和 是 
20 十 10 二 9= 39, 于 是 有 




















NB 二 9 


其 中 N 是 考试 的 门 数 。 现在 得 到 了 一 个 与 考试 门 数 有 关 的 公 
式 , 而 之 前 我 们 对 考试 门 数 儿 乎 一 无 所 知 。 这 将 有 助 于 进一步 
展开 论述 。 

但 是 , 只 有 单独 一 个 方程 好 像 是 不 够 的 。 一 定 要 记 住 NN、 
zx、y、z 都 是 正 整 数 ， 而 不 仅仅 是 实数 。 为 外 ,我们 还 有 第 四 
条 信息 , 即 x、y、z 是 三 个 不 同 的 数 。 这 些 信息 能 够 帮助 我 们 
减少 上 式 中 N、x、y、zz 的 可 能 情况 。 

因为 知道 N、zx、y、zz 部 是 正 整 数 ,， 所 以 上 面 的 方程 右上 其 
有 下 列 形 式 : 





( 正 整数 ) x ( 正 整数 ) = 39。 
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因此 ，N 和 z+y+:z 一 定 都 是 39 的 因数 。39 的 因数 只 有 
1、3、13 和 39 这 四 个 数 , 于 是 得 到 如 下 四 种 可 能 的 情况 : 

(a) N=1H7xz+y+z= 39; 

(b) N=3Hz7z+y+t+z= 13; 

(c) N=13Hzrz+y+z= 3; 

(d) N=39 有 r+y+z=1。 
这 四 种 可 能 的 情况 并 不 都 是 正确 的 。 例如 ，(a) 这 种 可 能 情况 
表明 了 只 进行 了 一 场 考 试 , 但 这 与 题 意 是 相互 矛盾 的 , 因为 题 
日 中 已 经 暗含 至 少 进行 了 两 场 考 试 (代数 和 几何 )。 对 于 (c) 和 
(d) 这 两 种 可 能 情况 , 除了 考试 门 数 不 合理 之 外 , 由 x、y、z 是 
三 个 不 同 的 正 整数 可 知 三 者 之 和 至 少 等 于 6, 这 样 就 说 明了 它 
们 是 不 成 立 的 。 于是, 唯一 没有 排除 的 可 能 情况 就 是 (b): 一 
共 进 行 了 三 门 考试 , 并 且 x 十 y 十 z= 13。 

现在 , 可 能 情况 少 了 很 多 。 但 还 有 两 件 非常 重要 的 事 不 太 
清楚 : 我 们 不 知道 z、y、z 的 精确 值 以 及 三 个 人 在 每 场 考试 中 
的 具体 得 分 。 利 用 z、y、z 是 三 个 不 同 的 正 整 数 以 及 三 者 之 
和 等 于 13 这 个 事实 , 第 一 个 问题 可 以 得 到 部 分 解决 。 第 二 个 
问题 则 可 以 根据 贝蒂 的 代数 成 绩 是 x 分 这 一 事实 得 到 部 分 回 
答 。 那么 该 如 何 改 进 这 些 不 完整 的 结果 呢 ? 

每 个 人 的 总 分 这 条 信息 还 没有 得 到 充分 利用 。 通 过 观察 
她 们 的 总 分 ， 我 们 发 现 爱丽 丝 的 成 绩 比 贝蒂 和 卡 罗 尔 的 成 绩 
好 很 多 ， 这 暗示 痢 她 可 能 在 每 一 门 考试 中 都 取得 了 较 高 的 分 
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数 (也 束 是 x 和 wy)。 但 因为 贝 带 在 一 门 考试 中 取得 了 最 高 分 ， 
所 以 爱丽 丝 不 可 能 每 门 考 试 都 得 x 分 ; 她 可 能 取得 的 最 好 成 
绩 是 两 个 z 分 和 一 个 y 分。 类 似 地 , 在 任何 一 门 考试 中 , 卡 罗 
尔 都 不 太 可 能 取得 最 高 分 x; 更 可 能 出 现 的 情况 是 她 大 部 分 成 
绩 都 是 z。 那么 能 否 把 这 些 推 测 转化 成 严谨 的 数学 结果 呢 ? 

目前 上 只 能 回答 “或许 吧 ”。 下 面 以 爱丽 丝 的 分 数 为 例 进行 
说 明 。 她 有 可 能 取得 的 最 高 分 是 2z + y。 也 许 能 够 证 明 爱 丽 
丝 的 总 分 恰好 就 是 2z 十 y。 毕竟 ， 爱 丽 丝 的 成 绩 比 另外 两 
个 女孩 好 很 多 ， 因 为 20 要 远大 于 10 和 9。 那 么 爱丽 丝 的 总 
分 还 有 哪些 其 他 可 能 的 情况 呢 ? 她 的 总 分 还 可 能 是 2z 十 >， 
IT 二 2y, 工 十 VY 十 ZX 十 2z，3Yy，2y 十 Zz，Y 十 2z 以 及 3z。 最 
后 列 出 的 几 个 分 数 看 起 来 太 低 了 ,不 太 可 能 达到 20 分 , 所 以 
它们 很 有 可 能 被 排除 掉 。 为 了 给 出 上 述 结论 的 严谨 证 明 , 需要 
zx、y、Z 各 自 的 一 个 恰当 上 界 。 这 就 是 接 下 来 的 任务 : 通过 对 
zx、y、z 的 限制 来 排除 者 和 干 可 能 的 情况 。 

关于 z、y、z, 我们 所 知道 的 全 部 信息 只 有 x、y、z 都 是 整 
数 ,z>y>z 以 及 z+y+2z= 13。 但 这 些 信息 足以 对 jz、y、z 
分 别 确定 一 个 好 的 界限 。 例 如 , 对 z 进行 处 理 。z 的 取 值 不 可 
能 太 大 , 否则 zx 和 y 也 会 变 得 很 大 ,可 能 导致 z 十 y 十 z 大 于 
13。 具 体 来 说 , y 至 少 等 于 z 十 1, 而 x 至 少 等 于 z 十 2。 于 是 














知 
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13= 二 ZX 十 Yy 十 Z 之 (Zz 十 2) 十 (Zz 十 1) 十 z= 3z 十 3, 
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这 样 就 得 到 了 z < 3。 在 没有 给 出 进一步 信息 的 前 提 下 , z < 3 
就 是 z 的 最 好 上 界 。 此 时 , 我 们 能 够 得 到 一 个 可 行 的 组 合 x = 
ey 

现在 来 处 理 y。 按照 与 上 面 类 似 的 思路 ,用 y 十 1 来 约束 
x。 对 于 z， 只 能 得 到 它 的 一 个 下 界 1。 但 这 些 信息 已 经 够 用 
Ts 看 





13 =Z 十 yy 十 zy> (y+1)+y+1= 2y+2, 


于 是 y < 5。 这 同样 是 一 种 最 好 的 可 能 情况 ， 因 为 此 时 存在 一 
个 可 行 的 组 合 x = 7, y = 5, z = 1。 最 后 , 我 们 对 x 寻找 一 个 
界限 。 因 为 z 至 少 为 1 且 y 至少 为 2, 所 以 13=x 十 Yy 十 Zz 之 
ZX 十 2 十 1, 于 是 zx < 10。 这 也 是 一 种 最 好 的 可 能 情况 ， 因 为 此 
时 有 z=10, y=2, z= 1。 

于 是 我 们 现在 知道 了 z < 3, y < 5 和 x < 10, 但 我 们 还 
可 以 做 得 更 好 。 不 要 起 记 ， 贝 带 得 到 了 一 个 z 分 和 两 个 其 他 
分 数 。 因 为 贝蒂 的 总 分 只 有 10 分 , 所 以 z 不 可 能 等 于 10。 倘 
否 x==10, 那么 贝蒂 的 另外 两 门 考试 就 都 得 了 零 分 。 已 知 押 有 
分 数 都 一 定 是 正 整 数 ,因此 zx = 10 这 种 情况 不 可 能 发 生 。 实 
际 上 , x 也 不 可 能 等 于 9。 否则 ， 贝 带 其 他 两 门 考试 的 分 数 之 
和 就 是 1。 这 意味 独 贝 带 有 一 门 考试 得 了 零 分 , 而 这 又 是 一 个 
政 盾 。 因 此 ， 实 际 上 z 入 8。 现在 可 以 进行 更 严格 的 筛选 : 不 
难看 出 , 爱丽 丝 的 总 分 事实 上 只 有 2z +y 这 唯一 一 种 可 能 性 ， 
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其 他 所 有 可 能 的 情况 都 无 法 达到 20。 例如 ，2z + > 最 多 等 于 
2x8+3=19。 








因此 ， 爱 丽 丝 得 到 了 两 个 x 分 和 一 个 y 分 。 因 为 贝蒂 在 
代数 考试 中 得 了 z 分 ， 所 以 爱丽 丝 的 代数 成 绩 一 定 是 y 分 。 
可 以 把 这 条 信息 和 其 他 的 已 知 信息 整理 成 下 面 这 张 表 格 。 








考试 科目 爱丽 丝 贝 带 卡 罗 尔 总 分 
代数 y x ? 13 
几何 Zz ? ? 13 
其 他 x ? ? 13 
总 分 20 10 9 39 


现在 我 们 可 以 看 到 , 卡 罗 尔 的 代数 成 绩 一 定 是 z 分 , 原因 在 于 
2 是 剩 下 的 唯一 分 数 。 

我 们 距离 目标 越 来 越 近 了 。 在 贝蒂 和 卡 罗 尔 之 间 , 有 一 个 
人 的 几何 成 绩 排 名 第 二 , 得 到了 y 分 。 但 是 尚 不 确定 这 个 人 到 
底 是 谁 。 通过 观察 表格 中 爱丽 丝 那 一 栏 , 我 们 得 到 了 男 一 条 信 
县 , 即 y 十 zx 十 xz = 20。 叉 因为 xz > y 且 x < 8, 于 是 能 够 得 到 
两 个 解 : z = 8, y= 二 4 或 z=7, y= 6。 根据 zx 十 y 十 z= 13 可 
知 x=7, y=6 是 不 成 立 的， 因为 这 会 造成 z = 0。 因 此 , 我 
们 只 有 唯一 的 解 zx = 8, y = 4, 据 此 又 可 以 进一步 得 到 z= 1。 
于 是 完全 确定 了 x、y、z 的 值 ， 从 而 取得 了 重大 突破 。 现 在 来 
更 新 上 面 的 表格 。 
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考试 科目 爱丽 丝 贝蒂 卡 罗 尔 总 分 
代数 4 8 1 13 
几何 8 ? ? 13 
其 他 8 ? ? 13 
总 分 20 10 9 39 


从 表格 中 能 够 轻松 看 出 ， 贝 蒂 在 儿 何 考试 和 其 他 考试 中 都 得 
了 z= 二 1 分, 而 卡 罗 尔 在 这 两 门 考试 中 都 得 了 y = 4 分 。 
此 , 问题 的 答案 是 : 卡 罗 尔 的 儿 何 成 绩 排 名 第 二 。 





问题 6.3 (泰勒 , 1989, 第 16 页 , 问题 3) ”两 个 人 玩 一 个 
游戏 , 他 们 的 道具 是 由 60 个 小 块 组 成 的 一 块 6 x 10 的 拢 
形 巧克力 .第 一 个 人 沿 着 划分 小 块 的 浅 楷 笑 下 一 部 分 巧 克 
力 ， 并 把 疑 下 的 部 分 丢掉 (或 吃 掉 ). 接 下 来 , 第 二 个 人 按 
照 同 样 的 方法 从 剩 下 的 巧克力 中 和 铬 下 一 部 分 ， 然 后 丢掉 。 
游戏 就 这 样 持 续 进 行 下 去 , 直到 剩 下 最 后 一 小 块 巧克力 为 
止 , 能 把 最 后 一 小 块 巧克力 留 给 对 方 的 那个 人 就 是 游戏 的 
说 家 ( 即 最 后 一 个 笑 巧 克 力 的 人 ),。 请 问 哪个 人 有 完美 的 
获胜 策略 ? 





顺便 说 一 下 , 在 任何 一 个 步 数 有 限 的 游戏 中 , 一 定 有 个 玩 
家 共有 茶 种 取得 胜利 〈 或 者 平局 ) 的 策略 。 这 可 以 通过 对 游戏 
的 最 大 步 数 运 用 归纳 法 来 轻松 证 明 。 即 便 是 国际 象棋 也 会 受 
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到 这 样 的 限制 ， 尽 管 目前 还 没有 人 发 现 这 种 公认 极其 复杂 的 
策略 。 因 为 问题 中 的 这 个 游戏 不 会 出 现 平局 的 状况 , 所 以 其 中 
一 个 玩家 必定 会 有 一 个 完美 的 获胜 策略 。 这 个 顾家 会 是 谁 呢 ? 
首先 , 把 这 个 有 关 巧 克 力 的 问题 简化 成 一 个 数学 问题 。 先 
对 壬 巧 克 力 的 过 程 进 行 形式 化 。 笑 过 巧克力 的 人 应 该 都 知道 
狼 巧 克 力 的 唯一 方法 是 把 它 变 成 两 个 和 矩形， 而且 边 缘 不 是 锅 
齿 状 或 者 牌 斜 的 。 从 本 质 上 来 说 ,我们 是 把 一 个 6 x 10 的 拢 
形 缩 成 一 个 更 小 的 矩形 ， 并 且 这 个 小 矩形 的 长 或 者 宽 与 原来 
的 矩形 是 一 样 的 (参见 示意 图 , 图 中 的 虚线 是 被 狂 开 的 地 方 )。 
这 也 就 是 说 ， 当 这 块 巧克力 被 狂 开 之 后 ， 剩 下 的 那 部 分 是 一 
个 与 原来 的 巧克力 宽度 相等 但 长 度 较 短 ， 或 者 长 度 相等 但 宽 
度 较 窜 的 矩形 。 例 如， 下 图 中 6 x 10 的 巧克力 将 被 狂 成 一 个 
6 x7 的 矩形 (其 余 6 x 3 的 巧克力 块 都 被 丢掉 或 吃 掉 了 )。 

















现在 为 这 个 窃 形 引 入 一 些 记号 , 最 好 是 数字 符号 。 该 如 何 
用 数字 来 描述 这 个 矩形 的 巧克力 呢 ? 显然 , 我 们 可 以 用 长 和 宽 
来 描述 它 。 于 是 , 我 们 可 以 说 原来 的 巧克力 古 一 个 6 x 10 的 
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和 窍 形 块 ,或 者 用 疝 量 符号 把 它 记 成 (6, 10)。 巧克力 所 在 的 位 置 
无 关 紧 要 , 它 的 矿 寸 才 是 最 重要 的 。 我 们 的 目标 是 把 (1,1) 这 
样 一 小 块 巧克力 留 给 对 方 。 那么 需要 遵循 什么 样 的 规则 呢 ? 可 
以 沿 看 模 问 或 者 纵向 竹下 一 块 巧克力 ， 当 然 壬 下 的 长 度 或 宽 
度 不 可 能 是 零 或 负数 。 例 如 ， 我 们 可 以 从 (6,10) 这 个 位 置 移 
动 到 下 面 的 任何 一 个 位 置 : 








(6, 1),(6,2),(6,3)…… , (6, 9), (1, 10),(2,10)… , (4, 10), (5, 10)。 





总 之 可 以 水 平 癌 左 或 垂直 辣 下 移动 。 下 面 的 示意 图 对 这 种 移 
动作 出 了 抽象 的 演示 。 当 从 (6,10) 处 开始 移动 时 ， 它 给 出 了 
我 们 可 能 达到 的 两 种 状态 。 

既然 现在 有 了 关于 这 个 巧克力 问题 的 一 个 非常 好 的 数学 
模型 , 那么 哆 可 以 从 数学 角度 来 重新 叙述 这 个 问题 (但 这 样 就 
没 那么 生动 了 )。 
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两 个 人 轮流 移动 格子 上 的 一 点 。 每 次 都 可 以 把 这 个 点 
向 左 或 者 向 下 移动 整数 个 格 , 但 该 点 不 能 接触 或 越过 两 条 
坐标 轴 中 的 任何 一 条 。 点 的 初始 位 置 是 (6,10)。 能 把 点 移 
动 到 位 置 (1,1) 的 人 就 是 赢家 。 请 问 哪个 人 拥有 完美 的 获 
胜 策 略 ? 











也 可 以 像 下 面 这 样 表述 。 








两 个 人 轮流 从 两 排 筹 码 中 取 筹 码 。 每 个 人 都 必须 从 上 
排 或 下 排 中 取 筹 码 , 但 不 能 同时 从 两 排 中 取 。 最 初 ， 上 排 
有 5 个 筹码 ,下 排 有 9 个 筹码 (这 代表 了 点 (6,10))。 能 











够 合 到 最 后 一 个 筹 但 的 人 就 是 游戏 的 顾家 。 请 问 哪个 人 拥 
有 完美 的 获胜 策略 ? 





这 种 表述 所 作出 的 一 点 修改 是 ， 从 上 排 和 下 排 中 都 减 去 
了 1。 对 于 那些 熟悉 尼 姆 游戏 的 人 而 言 ， 这 应 当 是 很 强 的 暗 
示 :; 他 们 很 容易 就 可 以 解决 这 个 问题 。 即便 没有 尼 姆 游戏 和 博 
而 论 方面 的 知识 ,我们 也 可 以 解答 这 个 题目 。 

现在 有 了 符 写 以 及 一 个 抽象 的 数学 模型 。 下 面 要 做 的 就 
是 充分 地 理解 这 个 问题 。 问 题 在 于 6 x 10 的 巧克力 有 很 多 种 
可 能 的 狂 法 ,而 我 们 的 实验 应 当 从 一 块 较 小 的 巧克力 入 手 。 先 
考虑 一 块 2 x 3 的 巧克力 。 

第 一 个 人 笑 完 后 ， 余下 的 巧克力 可 能 是 下 列 情况 中 的 任 
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何 一 个 : 1 x 3, 2x2 或 者 2xl。 把 1x3 或 者 2x1l 块 留 给 对 
方 是 一 种 思春 的 做 法 ， 因 为 此 时 第 二 个 人 只 需要 天 掉 除 了 最 
后 一 个 1 x 1 块 之 外 的 所 有 部 分 就 能 获得 胜利 。 因此， 第 一 个 
人 应 当 留 给 对 方 一 个 2 x 2 的 巧克力 块 。 这 样 , 第 二 个 人 就 只 
能 留 下 一 个 1x2 或 者 2x1 的 巧克力 块 。 于 是 ; 第 一 个 人 只 
需要 再 狼 掉 剩余 巧克力 的 一 半 就 能 留 给 对 方 一 个 1xl 的 巧 克 
力 块 ， 从 而 获得 胜利 。 因 此 , 对 于 2 x 3 的 巧克力 块 ， 第 一 个 
人 能 够 获胜 。 

我 们 并 没有 从 上 面 这 个 例子 中 得 到 很 多 信息 , 所 以 再 尝试 
男 一 个 3 x 3 的 例子 。 此 时 , 第 一 个 人 有 如 下 可 能 的 选择 : 1 x 
3, 2 x 3, 3 x2 或 者 3x1。 根据 对 称 性 , 我 们 可 以 很 快 地 排除 
最 后 两 种 选择 。1 x 3 这 个 选择 是 很 愚蠢 的 ,因为 第 二 个 人 只 
需要 狂 抒 除 最 后 一 小 芯 忆 外 的 所 有 部 分 瓯 能 获胜 。 但 是 ， 留 
给 对 方 2 x 3 块 同样 不 是 个 好 办 法 。 因为 已 经 在 上 一 段 中 讨 
论 过 这 种 情况 ! 此 时 , 第 二 个 人 可 以 采取 上 一 段 中 第 一 个 人 所 
采取 的 策略 : 留 下 一 个 2 x 2 的 巧克力 块 ， 这 将 迫使 第 一 个 人 
不 得 不 留 下 一 个 1x2 的 块 , 此 时 第 二 个 人 奢 完 后 就 能 留 给 对 
方 一 个 1 x 1 的 巧克力 块 ， 进而 获得 胜利 。 于是， 对 于 3x3 
的 巧克力 块 , 第 一 个 人 无 法 取胜 。 

利用 对 2 x 3 巧克力 块 问题 的 求解 , 我 们 解决 了 3x3 巧 
殉 力 块 的 问题 。 这 暗示 独 对 于 一 般 情 形 的 问题 , 可 以 采用 归纳 
法 来 求解 。 例 如 ,假设 希望 求解 有 关 3 x 4 巧克力 块 的 问题 ， 
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并 且 已 经 知道 在 3 x 1，3 x 2, 1 x 4 以 及 2 x 4 的 巧克力 块 
问题 中 , 能 够 获得 胜利 的 都 是 第 一 个 人 ; 但 在 3 x 3 的 巧克力 
块 问题 中 , 第 一 个 人 却 是 输家 。 那么 在 3 x 4 的 巧克力 块 问题 
中 , 第 一 个 人 的 策略 就 是 把 3 x 3 的 巧克力 块 留 给 对 方 ， 因 为 
此 时 第 二 个 人 一 定 会 输 。 因此, 第 一 个 人 的 策略 就 是 , 把 一 个 
对 方 不 得 不 壬 、 但 一 璇 就 输 的 块 留 给 对 方 。 为 什么 这 些 块 可 以 
确保 对 方 输 呢 ? 因为 无 论 对 方 怎么 狂 , 这 些 块 都 能 确保 第 一 个 
人 获得 胜利 。 这 些 块 之 所 以 能 够 确保 他 获得 胜利 , 是 因为 可 以 
把 它 往 成 一 个 令 对 方 必 输 的 块 , 依 此 类 推 。 因此 ， 策 略 就 是 找 
到 所 有 能 够 确保 必 胜 的 块 以 及 确保 必 输 的 块 。 

1 x 1 是 一 个 明显 的 必 输 块 。 因 为 它 无 法 狂 分 ， 所 以 游戏 
结束 。1 x n (其 中 n> 1) 是 必 胜 的 块 ， 因为 第 一 个 人 可 以 把 
它 隆 成 一 个 令 对 方 必 输 的 1x1 块 。2x2 也 是 个 必 输 的 块 ， 
为 儿 它 的 人 必定 会 留 给 对 方 一 个 必 胜 的 1x2 块 。 现 在 可 以 说 
2 xm (其 中 由 > 2) 是 一 个 必 胜 的 块 ， 因 为 我 们 可 以 留 给 对 方 
一 个 必 输 的 2 x 2 块 。 依 此 类 推 。 我 们 注意 到 以 下 两 点 。 

。 如果 a xb 是 一 个 必 输 的 块 , 那么 a x c (其 中 c>b) 束 
是 一 个 必 胜 的 块 。 原 因 在 于 , 玫 a x c 块 的 人 会 留 给 对 方 
一 个 a x5 块 。 例如 ,因为 已 经 证 明了 3 x 3 是 一 个 必 输 
的 块 , 所 以 3 x 4, 3 x 5 和 3 x 6 等 都 是 必 胜 的 块 。 

。 仅 当 对 a x 5 块 的 所 有 可 能 往 法 都 能 留 下 对 方 必 胜 的 块 
时 , a xz 才 是 必得 块 。 例 如 ， 就 像 前 文中 已 经 证 明 的 那 
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样 , 1x4, 2x4 和 3x4, 以 及 对 称 的 4x3, 4x2 和 4x1 

都 是 必 胜 的 块 , 于 是 4 x 4 一 定 是 个 必 输 的 块 。 

我 们 可 以 按照 这 种 系统 的 方法 继续 进行 下 去 , 直到 6 x 10 
块 。 但 为 什么 不 让 这 个 过 程 更 数学 化 一 些 呢 ? 对 于 那些 必 胜 块 
以 及 必 输 块 ， 应 该 会 存在 某 种 规律 。 那么 目前 所 知道 的 必 胜 
块 以 及 必 输 块 都 有 哪些 呢 ? 已 经 得 到 的 必 胜 块 有 





lx2 lx3 lx4 lx5 
2x1 2x3 2x4 2x5 
3xl1 3x2 3x4 3x5 
4xl 4x2 4x3 4x5 


而 已 知 的 必 输 块 有 1x1, 2x2,3x3 以 及 4x4。 

这 很 好 地 证 明了 必 输 的 块 只 有 n x n 块 ( 即 方块 ), 而 其 
他 所 有 的 块 都 能 确保 获得 胜利 。 一旦 有 了 这 种 策略 ， 我 们 其 
至 没 必要 去 证 明 ( 尽 管 你 可 以 利用 归纳 法 去 证 明 ), 而 只 需要 
去 利用 它 就 可 以 了 。 记 住 , 我 们 想 要 留 给 对 方 一 个 必 输 的 块 。 
一 旦 能 猿 到 哪 块 是 必 输 的 ， 束 可 以 使 用 策略 始终 把 必 输 块 留 
给 对 方 。 如果 这 种 策略 能 一 直 奏 效 , 那 当 然 很 好 。 倘 大 不 是 这 
样 ， 那 就 说 明 我 们 的 猜测 是 错 的 。 总 而 言 之 , 如 果 猜 测 是 正确 
的 , 那么 最 优 的 策略 就 是 把 方块 留 给 对 方 。 因此 , 对 于 6 x 10 
的 方块 , 第 一 个 人 有 如 下 策略 。 
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竹下 一 部 分 巧 元 力 , 剩 下 一 块 6 x 6 的 巧 元 力 〈 对 第 
二 个 人 来 说 , 这 是 个 必 输 块 )。 无 论 第 二 个 人 怎么 竹 , 接 下 
来 仍 把 余下 的 巧克力 天成 一 个 方块 。 例 如 , 如果 第 二 个 人 
留 下 一 块 6x 4 的 巧克力 , 那么 就 把 它 儿 成 一 个 4x4 的 
方块 。 不 断 重 复 这 个 过 程 ， 始 终 留 给 对 方 一 个 方块 , 直到 
最 后 把 一 块 1x1l 的 巧克力 留 给 对 方 ( 这 样 对 方 束 输 了 )。 











这 种 策略 的 确 有 效 , 因为 不 管 对 方 怎么 狂 巧 区 力 , 他 都 会 
和 镜 下 一 块 非 正 方形 的 巧 殉 力 ， 而 这 块 巧克力 可 以 很 容易 地 被 
再 次 儿 成 一 个 方块 。 另 外 , 因为 巧克力 的 矿 寸 不 断 变 小 , 所 以 
正方 形 的 巧 元 力 最 终 会 被 狂 成 一 个 1 x 1 的 方块 。 于 是 , 利用 
一 些 不 十 分 严谨 的 数学 知识 ， 我 们 最 终 得 到 了 一 个 可 行 的 策 
上 略 ， 而 这 正 是 我 们 想 要 的 。 

总 之 , 这 是 技巧 类 游戏 取得 胜利 的 一 种 标准 方法 : 确定 所 
有 烹 的 状态 和 输 的 状态 , 然后 始终 癌 独 记 的 状态 前 进 。 专 业 的 
技巧 类 游戏 参与 者 都 会 使 用 这 种 方法 ， 尽 管 他 们 无 法 准确 地 
判断 最 或 输 的 状态 ， 而 是 只 能 推出 出 “有 利 ” 或 “不 利 ” 的 状 
态 。 例 如 , 在 国际 象棋 中 , 我们 之 所 以 说 某 一 步 是 “好 棋 ” 或 
者 “ 吴 棋 ”, 不 束 是 因为 这 一 步 能 使 局 面 癌 着 有 利 或 者 不 利 的 
方 回转 变 吗 ? 几乎 没有 哪个 棋 手 能 徘 随意 走 棋 , 而 不 徘 泽 试问 
看 有 利 的 方向 转化 来 取得 胜利 。 
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习题 6.4 ”两 个 人 用 筹码 做 游戏 。 刚 开始 共有 153 个 筹 
码 。 两 人 轮流 取 走 筹码 ， 并 且 每 人 每 次 所 取 走 的 筹码 个 
数 介 于 1 ~ 9。 能够 取 走 最 后 一 个 筹码 的 人 是 赢家 。 两 人 
中 是 否 存在 必 胜 的 策略 ? 如果 存在 这 种 策略 , 那么 它 是 什 
2 


~ 


习题 6.5 ”两 个 人 用 n 个 筹码 做 游戏 两 人 轮流 取 走 敌 
码 ,， 并 且 每 人 每 次 所 取 直 的 筹码 个 数 必须 是 d 的 方 硕 。 能 
够 取 走 最 后 一 个 筹码 的 人 是 赢家 。 对 于 d 的 下 列 取 值 ， 确 
定 当 n 取 什 么 值 时 ， 第 一 个 人 有 获胜 的 策略 ; 以 及 当 n 
取 什 么 值 时 , 第 二 个 人 有 获胜 的 策略 。 


习题 6.6 。 重复 上 面 这 个 习题 ， 但 现在 把 目标 改 成 争取 
输 。 也 就 是 说 ， 连 使 对 方 取 到 最 后 一 个 筹码 。( 如 果 思 路 
正确 ,那么 你 就 能 很 容易 找到 答案 。) 


辛 


习题 6.7 考虑 问题 6.3 的 一 个 三 维 形式 , 从 一 块 3x6x10 
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的 巧克力 开始 , 每 个 人 都 可 以 沿 着 三 维 中 的 任意 一 个 方向 
去 铬 这 块 巧克力 。 哪 个 玩家 获胜 ? 获胜 策略 是 什么 ? 


习题 6.8(**) 在 五 子 棋 游戏 中 ,两 个 玩家 (和 白 方 和 黑 方 ) 
轮流 把 棋子 放 在 一 张 19 x 19 的 棋盘 上 。 如果 有 一 方 能 够 
使 自己 的 5 颗 棋 子 排 成 一 行 (在 任何 方向 上 )， 那么 这 一 
方 获胜 。 如 果 棋 盘 已 经 被 棋子 填 满 , 但 仍然 没有 出 现 5 蜂 
颜色 相同 的 棋子 排 成 一 行 ， 那 么 游戏 就 是 平局 。 证明: 第 
一 个 玩家 有 一 种 保证 至 少 是 平局 的 策略 。( 提示 : 你 需要 
利用 反 证 法 证 明 。 先 证 明 如 果 第 一 个 玩家 不 能 保证 至 少 是 
平局 , 那么 第 二 个 玩家 就 有 一 种 获胜 的 策略 。 然 后 让 第 一 
个 玩家 “ 偷 用 ”这 种 策略 。) 


问题 6.4 (Shklarsky 等 ,，1962, 第 9 页) 两 兄弟 卖 一 群 
羊 。 每 只 羊 的 售 价 (卢布 ) 等 于 最 初 羊 群 中 羊 的 只 数 。 见 
弟 两 人 按照 下 列 方式 分 配 收入 : 哥哥 先 拿 走 10 卢布 ， 弟 
弟 再 拿 走 10 卢布 ， 接 下 来 可 哥 再 拿 走 10 卢布 ， 依 此 类 
推 . 到 最 后 轮 到 弟弟 拿 钱 时 ,他 发 现 剩余 的 钱 已 经 不 足 10 
上 户 布 ， 于 是 拿 走 了 剩 下 的 所 有 钱 。 为 了 使 分 配 更 加 公平 ， 
可 可 把 自己 的 小 刀 给 了 弟弟 ,而 这 把 小 刀 的 价格 是 整数 户 
布 。 请问 ， 小 刀 的 价格 是 多 少 ? 
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在 看 到 这 个 问题 之 后 ， 我 们 的 第 一 反应 可 能 是 这 个 问题 
似乎 没有 给 出 足够 的 信息 。 其 次 ， 这 个 问题 好 像 也 不 十 分 严 
并。 但 在 没有 进行 任何 尝试 之 前 就 失去 解决 问题 的 希望 也 是 
不 对 的 。 看 一 看 问题 6.2, 它 开 始 给 出 的 信息 更 少 , 但 最 后 仍 
然 得 到 了 解决 。 

应 该 先 试 着 用 方程 来 表述 这 个 问题 。 为 此 , 需要 引入 一 些 
变量 。 首 先 ,注意 到 小 刀 的 价格 最 终 依 赖 于 症 群 中 羊 的 只 数 ， 
而 羊 的 只 数 是 这 里 唯一 的 独立 变量 (也 就 是 说 , 羊 的 只 数 决 定 
了 一 切 )。 我 们 不 妨 设 共有 s 只 羊 ,那么 每 一 只 羊 都 卖 了 s 卢 
布 。 所 以 总 收入 是 s2 卢布 。 

现在 来 看 一 下 收入 是 如 何 分 配 的 。 假 设 总 共有 64 卢布 。 
那么 哥哥 先 拿 走 了 10 卢布 , 然后 争 第 也 拿 走 了 10 卢布 , 依 此 
类 推 。 但 我 们 发 现 , 最 后 4 卢布 被 哥哥 拿 走 了 ， 而 不 是 弟弟 ， 
所 以 这 种 情况 是 不 可 能 发 生 的 。 不 要 忘 了 , 题目 中 给 定 的 信息 
是 “最 后 拿 走 现金 的 人 是 弟弟 ”这 一 事实 。 那么 该 如 何 用 数学 
语言 来 表述 这 个 事实 呢 ? 

为 了 用 数学 语言 来 表述 这 个 事实 ,我 们 需要 大 量 的 方程 
和 变量 (需要 足够 的 方程 来 描述 这 种 情形 , 但 不 能 造成 混 清 或 
者 引起 见 余 )。 假设 在 取 走 最 后 的 零头 之 前 , 弟弟 已 经 拿 了 n 
次 10 户 布 。 那么 哥哥 也 已 经 拿 了 n 次 10 户 布 , 而 且 还 要 加 
上 10 卢布 一 一 这 10 卢布 是 哥 册 在 第 第 取 走 最 后 的 零头 之 
前 拿 走 的 。 这 样 ， 最 后 剩 下 的 零钱 就 只 有 ua 户 布 [la 是 1~9 
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(包括 1 和 9 在 内 ) 的 茶 个 数 ; 而 题 意 似乎 暗示 a 是 非 零 的 ]。 
所 以 , 户 布 的 总 数 一 定 是 





s =10n+10+10n+a 
或 者 
中 

但 这 与 小 刀 有 什么 关系 呢 ? 我 们 想 求 的 因 变 量 是 小 刀 的 价格 
2。 我 们 需要 一 个 能 把 p 和 其 他 变量 联系 起 来 的 方程 ， 而 这 
个 方程 最 好 能 把 p 和 独立 变量 s 联系 在 一 起 。 在 哥哥 送 给 第 
弟 小 刀 之 前 ， 哥 哥 一共 拿 走 了 10n + 10 卢布 ， 而 弟弟 一 共 拿 
走 了 10n 十 a 户 布 。 一旦 小 思 补 送出， 哥哥 的 收入 就 变 成 了 
10n 十 10 一 p, 而 胃 第 的 收入 就 变 成 了 10n 十 a 十 p。 为 了 保证 
公平 , 此 时 兄弟 两 人 的 收入 一 定 是 相等 的 。 这 样 就 得 到 了 一 个 
联系 p 和 a 的 有 用 方程 








a = 10— 2p。 (1) 


现在 把 上 式 带 入 前 面 的 方程 ,这 样 就 能 够 得 到 一 个 关联 p 和 
其 他 变量 的 方程 。 于 是 有 在 这 个 过 程 中 消去 a) 





s2 = 20(n+1)— 2p。 (2) 

我 们 要 利用 这 些 方程 求 p 的 值 。 因 为 我 们 不 知道 s、n 和 

a 的 值 , 所 以 这 里 好 像 没 有 给 出 足够 的 信息 。 那 么 如 何 进一步 
编 小 范围 呢 ? 这 里 的 根本 问题 在 于 出 现 了 太 多 的 未 知 量 。 我 们 
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可 以 利用 模 运 算 消 掉 其 中 的 一 些 未 知 量 。 例 如 ，(2) 式 可 以 利 
用 (mod 20) 消 掉 n， 从 而 得 到 
s =—2p (mod 20)。 

距离 求 p 的 目标 越 来 越 近 了 。 但 我 们 还 要 去 处 理 让 人 头 
疼 的 s。 笠 运 的 是 ， 可 以 利用 这 样 一 个 事实 : 在 模 运 算 中 , 平 
方 数 的 取 值 是 有 限制 的 。 事 实 上 ， 对 于 (mod 20)， 平 方 数 只 
能 取 0,1,4,5,9,16 中 的 某 个 值 。 换 句 话 说， 有 

一 2p 二 0,1,4,5,9 或 16 (mod 20)。 
为 了 求 p ( 记 住 2p 一 定 是 个 偶数 )， 有 
p=0,2,8 (mod 10)。 

这 样 就 得 到 了 一 个 关于 wp 的 方程 , 但 目前 我 们 还 无 法 给 出 
它 的 精确 值 。 上 面 这 个 式 子 表明 小 刀 的 价格 可 能 是 0 户 布 、2 
卢布 、8 卢布 、10 卢布 、12 卢布 等 。 但 小 刃 的 价格 不 可 能 大 
贵 , 不 是 吗 ? 毕竟 ， 弟 弟 只 不 过 少 得 了 10 卢布 或 者 更 少 。 按 
照 这 样 的 思路 来 思考 , 你 最 终 会 想到 p 不 仅仅 与 m 孙 和 s 有 关 ， 
它 还 与 a 有 关 , 而 a 是 限制 在 1 ~ 9 的 某 个 数 。 回 顾 一 下 (1) 
式 ; 它 蕊 味 看 0 之 jp 之 后 把 该 不 等 式 与 男 一 个 关于 的 等 式 
结合 起 来 ， 就 可 以 确定 小 刀 的 价格 是 2 户 布 (注意, 即便 让 
a 等 于 0， 上 面 的 论述 也 是 正确 的 。) 

奇怪 的 是 ,虽然 有 足够 的 信息 来 确定 小 刀 的 价格 , 但 却 没 
有 充足 的 信息 来 确定 羊 的 价钱 和 只 数 。 实 际 上 , 关于 s 我 们 只 
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有 s = 土 4 (mod 20)。 因 此 , 羊 的 只 数 可 能 是 4, 16, 24, 36, 44， 
BO, sea 
对 于 这 样 的 谜 题 ,你 需要 使 用 所 有 能 够 获得 的 信息 。 最 好 
的 办 法 就 是 搜罗 谜 题 中 给 出 的 全 部 信息 ， 并 把 它们 逐条 写 下 
来 。 比 如 像 下 面 这 样 : 

(a) 需要 分 配 的 户 布 是 个 平方 数 ; 

(b) 弟弟 少 得 了 一 部 分 应 有 的 收入 ; 

(c) 少 得 的 那 部 分 收入 由 小 刀 来 弥补 。 

接 下 来 , 应 当 尽 快 把 上 述 事 实 转化 成 方程 : 

(a) 5 一 10(2m 十 1 十 ai 

















(b) 0<a < 10; 

(c) a = 10— 2p。 

我 们 应 该 试看 把 握 住 每 一 条 信息 ， 无 论 这 些 信息 看 起 来 
有 多 么 无 天 紧要 。 例如 , 可 以 指出 n 应 该 是 一 个 非 负 数 , 或 者 
p 应 当 是 正 数 ,( 为 什么 题目 会 提 到 一 把 毫 无 用 处 的 小 刀 呢 ? ) 
又 或 者 症 群 中 羊 的 只 数 是 正 整 数 , 等 等 。 一 旦 把 每 条 信息 都 写 
入 方程 , 那么 正确 处 理 问 题 就 变 得 非常 容易 了 。 
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